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Introduction
Objet et enjeux
Situe´e au carrefour entre la recherche ope´rationnelle et l’intelligence artificielle, la programmation par
contraintes est un paradigme permettant de mode´liser et de re´soudre de nombreux types de proble`mes.
Un re´seau de contraintes est de´fini par un ensemble de variables, un ensemble de domaines, et un en-
semble de contraintes. Un domaine distinct est associe´ a` chaque variable. Il est constitue´ des valeurs qui
peuvent eˆtre affecte´es a` cette variable. Lorsque le domaine d’une variable est re´duit a` une valeur, on dit
que la variable est instancie´e. Une contrainte est de´finie sur un sous-ensemble de variables. Elle exprime
une proprie´te´ qu’elles doivent satisfaire. Une solution est une instanciation des variables qui satisfait la
conjonction de toutes les contraintes.
Parmi les proble`mes classiquement e´tudie´s en programmation par contraintes, nous pouvons citer les
proble`mes de configuration, la gestion d’emplois du temps, l’allocation de ressources, par exemple.
Dans cette the`se, nous nous inte´ressons a` l’ordonnancement d’activite´s sous contraintes de ressources
pouvant e´ventuellement eˆtre relaˆche´es. La programmation par contraintes a prouve´ qu’elle e´tait une
approche inte´ressante pour re´soudre ce type de proble`mes [18, 53, 19]. Baptiste et al [4] pre´sentent
plusieurs variantes de ces proble`mes, dans le contexte de la programmation par contraintes.
Le proble`me cumulatif est une de ces variantes. Dans ce proble`me, chaque activite´ est de´finie par des
variables de de´but et de fin et une dure´e, et consomme pour s’exe´cuter une certaine quantite´ de ressource.
Nous nous plac¸ons dans le cas ou` les activite´s ne peuvent pas eˆtre interrompues. La ressource disponible a`
chaque instant est limite´e. Cette limite s’appelle la capacite´. Le but est de trouver un ordonnancement des
activite´s qui respecte la capacite´, c’est a` dire tel qu’a` n’importe quel instant la somme des consommations
des activite´s qui s’exe´cutent ne de´passe pas la capacite´. Ge´ne´ralement, on cherche e´galement a` minimiser
la date de fin de l’ordonnancement, correspondant a` la fin de la dernie`re activite´ exe´cute´e.
De nombreuses situations pratiques correspondent a` des proble`mes d’ordonnancement cumulatif. Les
proble`mes d’ordonnancement de production, ou` la ressource peut eˆtre humaine ou mate´rielle, en sont un
exemple inte´ressant. Les activite´s correspondent par exemple a` la production, l’usinage, ou la transfor-
mation d’un produit donne´.
Undes points forts de la programmation par contraintes est de pouvoir utiliser des contraintes glo-
bales qui peuvent repre´senter un sous-proble`me re´current dans plusieurs domaines d’application, et qui
exploitent la structure de ce sous-proble`me pour mieux le re´soudre.
La contrainte globale Cumulative, introduite par Aggoun et Beldiceanu [1] permet de mode´liser le
proble`me cumulatif en programmation par contraintes. De nombreuses techniques de filtrage ont e´te´ de´-
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finies. Deux des techniques les plus efficaces de l’e´tat de l’art sont l’algorithme de Sweep [7, 8, 76, 20] qui
est un raisonnement sur la topologie de l’ordonnancement et les algorithmes d’Edge-Finding [19, 59, 4,
89, 4, 90, 43] qui raisonnent sur l’e´nergie des activite´s, c’est a` dire le produit de leur dure´e (longueur) et
de leur consommation instantane´e de ressource (hauteur). Le principe de l’Edge-Finding est de trouver
des relations de pre´ce´dence implicites entre activite´s, et d’en de´duire des informations sur les dates de
de´but au plus toˆt et de fin au plus tard de ces activite´s.
Des approches par de´compositions de la contrainte Cumulative ont e´galement e´te´ propose´es [1, 26, 77].
Une de´composition d’une contrainte est un re´seau de contraintes, qui sont souvent plus primitives. Ce
re´seau repre´sente se´mantiquement une contrainte. L’inte´reˆt principal est un gain de ge´ne´ricite´ : e´viter
l’imple´mentation et le maintien dans le temps d’algorithmes ad-hoc complexes, notamment lorsque la
contrainte que l’on de´compose n’existe pas dans la plupart des outils a` base de contraintes. Il peut exister
d’autres avantages, par exemple une plus grande robustesse a` des strate´gies de recherche ge´ne´riques, ou
encore, dans des cas assez rares, une meilleure efficacite´ de re´solution pour certaines classes d’instances
du proble`me [77].
En pratique, la date de fin d’un projet est souvent fixe´e, ou borne´e par une date butoir que l’on ne
peut retarder. Dans ce cas, il n’est pas toujours possible de trouver un ordonnancement des activite´s qui
n’engendre aucun de´passement de la capacite´ en ressource.
On peut alors tole´rer de relaˆcher la contrainte de capacite´, dans une limite raisonnable pour obtenir une
solution. Dans le contexte de l’ordonnancement de production, ceci revient a` autoriser le de´passement de la
capacite´ en ressources humaines ou mate´rielles de l’entreprise. La location de machines supple´mentaires
pour une pe´riode donne´e, les heures supple´mentaires effectue´es par les employe´s, ou encore l’emploi
d’inte´rimaires sont des solutions pratiques possibles pour absorber la surcharge ponctuelle engendre´e.
La relaxation de cette contrainte de capacite´ ne´cessite e´galement de respecter un certain nombre de
contraintes me´tier, propres a` chaque contexte applicatif. Par exemple, en ordonnancement de production,
si des surcharges d’activite´ surviennent et que celles-ci sont absorbe´es par le personnel re´gulier de l’entre-
prise, par exemple avec des heures supple´mentaires, alors il convient de re´partir au mieux, dans le temps,
ces surcharges.
En programmation par contraintes, diffe´rents cadres de relaxation ont e´te´ propose´s.
Parmi ces cadres, nous trouvons les explications [42, 24, 41], certaines extensions de la programmation
par contraintes utilisant des structures de valuation externes comme les CSP value´s [75] ou les Semi-Ring
CSP [14], et le cadre des contraintes globales soft, introduit par Petit [67, 62]. Dans ce dernier cadre,
un proble`me sur-contraint est mode´lise´ comme un proble`me classique de programmation par contraintes.
Les variables de couˆt, mode´lisant les violations de contraintes, sont incluses dans le re´seau de contraintes
comme toute autre variable. Ces variables de couˆt ont une valeur 0 si les contraintes sont respecte´es, et
non nulle sinon. La se´mantique du proble`me de´termine la fac¸on dont sont calcule´es leur valeur dans le
cas ou` une violation est constate´e.
En nous plac¸ant dans ce cadre nous cherchons une se´mantique de violation de contraintes qui soit
la plus expressive possible. Si l’aspect mode´lisation de situations pratiques est tre`s important, il est
e´galement primordial de fournir des algorithmes efficaces pour la re´solution de proble`mes.
Pour cela, l’introduction d’une contrainte globale, e´tendant la contrainte Cumulative, semble eˆtre une
solution inte´ressante. Une contrainte globale peut a` la fois encapsuler la de´finition du proble`me cumulatif
relaxe´, et embarquer des algorithmes de filtrage pour re´soudre ce proble`me. Une autre approche possible
est l’approche par de´composition.
3Selon ces axes, nous pre´sentons une the`se abordant la question de l’ordonnancement cumulatif sur-
contraint, en proposant une contrainte globale, que nous comparons a` des approches par de´composition.
Nous proposons une nouvelle contrainte globale de´rive´e de Cumulative pour ge´rer le cas sur-contraint.
Nous nommons cette contrainte SoftCumulative.
Nous adaptons les algorithmes de Sweep et d’Edge-Finding au cas de l’ordonnancement cumulatif avec
de´passements de capacite´. Afin d’augmenter l’efficacite´ de notre contrainte globale, nous introduisons des
me´thodes de filtrage propres au cas avec de´passements. Nous proposons e´galement une proce´dure de fil-
trage a` partir des valeurs minimales dans les domaines des variables de couˆt mode´lisant les de´passements
de capacite´. L’ide´e d’imposer un minimum a` une variable de couˆt est relativement contre-intuitive, car
on cherche ge´ne´ralement a` minimiser les couˆts. Cependant, nous mettons en lumie`re un cas pratique ou`
un tel filtrage est utile.
Nous pre´sentons une strate´gie de recherche adapte´e a` notre proble`me.
Nous proposons une adaptation des de´compositions existantes de la contrainte Cumulative au cas cu-
mulatif relaxe´, et introduisons une nouvelle de´composition, pour la contrainte Cumulative et pour notre
nouvelle contrainte SoftCumulative. Contrairement a` l’existant, cette nouvelle de´composition n’engendre
pas une explosion du nombre de variables : elle ne´cessite l’ajout d’un nombre de variables de l’ordre de
O(n), ou` n est le nombre d’activite´s du proble`me.
Notre approche sous forme de contrainte globale pour relaxer la contrainte Cumulative est nouvelle
dans la formulation. A ce titre, il n’existe donc pas de jeux de donne´es adapte´s a` ce proble`me. En
conse´quence, nous ge´ne´rons ale´atoirement des proble`mes pour valider notre approche.
Nous testons l’influence de diffe´rents parame`tres sur la recherche d’une solution au proble`me cumulatif
relaxe´. Nous e´valuons les performances de notre contrainte globale lorsque l’on cherche a` minimiser les
violations. Nous ajoutons des contraintes additionnelles sur les de´passements de capacite´, et observons
le comportement des algorithmes ad-hoc mis en place. Nous adaptons de plus une libraire de benchmar-
king bien connue pour les proble`mes cumulatifs : la PSPLib [45], a` notre relaxation et nous observons
son comportement. Enfin, nous comparons notre approche aux de´compositions propose´es, afin de valider
l’utilite´ pratique de notre contrainte globale.
Nous concluons ce manuscrit en e´voquant quelques pistes inte´ressantes pour e´tendre notre travail.
Plan de la the`se
Etat de l’art
Chapitre 1 : Introduction a` la programmation par contraintes
Apre`s un rappel succinct des notions ge´ne´rales de complexite´, nous pre´sentons le paradigme de la
programmation par contraintes dans le chapitre 1. Nous abordons dans un premier temps les re´seaux de
contraintes. Puis nous e´voquons quelques algorithmes de base de´die´s a` la recherche de solution, optimale
ou non. Nous de´finissons ensuite les notions de filtrage et de propagation et les strate´gies de recherche de
solution. Enfin, nous introduisons les contraintes globales.
4 Introduction
Chapitre 2 : Ordonnancement cumulatif en programmation par contraintes
Dans le chapitre 2 nous pre´sentons le proble`me cumulatif, apre`s avoir introduit les diffe´rentes notions
indispensables a` sa compre´hension : les activite´s, l’e´nergie, la capacite´. Puis nous de´crivons la contrainte
globale Cumulative qui repre´sente ce proble`me en programmation par contraintes. Depuis son introduc-
tion, cette contrainte a fait l’objet de nombreux travaux, et diffe´rents filtrages ont e´te´ introduits. Nous
nous concentrons en particulier sur les algorithmes de Sweep [7, 8] et d’Edge-Finding de Vil´ım [90] et de
Kameugne et al. [43], et e´voquons d’autres algorithmes de l’e´tat de l’art.
Chapitre 3 : Les proble`mes sur-contraints
En programmation par contraintes, diffe´rents cadres existent pour mode´liser et re´soudre des pro-
ble`mes sur-contraints. Dans le chapitre 3 nous e´voquons dans un premier temps le cadre des explications
[42, 24, 41]. Nous pre´sentons ensuite les proble`mes d’optimisation sur-contraints, dans lesquels nous
cherchons a` minimiser le couˆt de violation des contraintes. Pour cela deux paradigmes sont utilise´s en
programmation par contraintes. Nous pre´sentons dans un premier temps les extensions de la program-
mation par contraintes, par une structure de valuation externe [75, 14]. Puis nous de´crivons le cadre
des contraintes globales soft [67, 62]. Enfin, nous de´crivons succinctement des algorithmes de re´solution
ge´ne´riques, par opposition aux algorithmes de´die´s que nous utiliserons dans la suite de cette the`se.
Contributions
Chapitre 4 : Proble`mes d’ordonnancement cumulatif sur-contraints
Notre but est de fournir a` l’utilisateur des solutions acceptables en pratique, quand la date de fin du
projet, fixe´e, est une contrainte dure, et qu’aucune solution parfaite n’existe a` cause de cette limite. La
se´mantique de violation doit eˆtre adapte´e. Nous pre´sentons notre contrainte globale cumulative relaxe´e,
la SoftCumulative, dans le chapitre 4. Nous pre´sentons ensuite des contraintes me´tier usuelles sur les
variables mode´lisant les de´passements. Nous de´crivons des mode`les adapte´s utilisant la contrainte globale
SoftCumulative.
Chapitre 5 : Re´solution de proble`mes d’ordonnancement cumulatif sur-contraints
Nous pre´sentons les me´thodes de re´solution utilise´es par la contrainte SoftCumulative dans le cha-
pitre 5. Nous de´crivons en premier lieu notre adaptation des algorithmes de Sweep et d’Edge-Finding au
cas de la contrainte globale SoftCumulative. Afin d’augmenter le filtrage de notre contrainte globale,
nous introduisons des me´thodes de filtrage propres au cas avec de´passements. Enfin, nous pre´sentons
notre strate´gie de recherche pour SoftCumulative.
Chapitre 6 : De´compositions
Dans le chapitre 6, nous de´crivons les de´compositions existantes de la contrainte Cumulative. Nous les
adaptons ensuite au proble`me mode´lise´ par la contrainte SoftCumulative. Nous introduisons une nouvelle
de´composition engendrant un nombre de variables supple´mentaires de l’ordre du nombre d’activite´s du
proble`me, pour Cumulative et SoftCumulative.
Chapitre 7 : Expe´rimentations
Le chapitre 7 pre´sente les re´sultats de nos expe´rimentations. Nous re´alisons diffe´rentes tests en satis-
faction de contrainte, et en optimisation. Nous travaillons sur des jeux d’instances ale´atoires, et adaptons
5la PSPLib [45] au cas avec de´passements de capacite´. Nous expe´rimentons ensuite les de´compositions que
nous avons introduites, et les comparons aux expe´rimentations avec le contrainte globale SoftCumula-
tive.
Chapitre 8 : Bilan et perspectives
Nous pre´sentons un bilan de cette the`se dans le chapitre 8, avant de conclure sur des perspectives
inte´ressantes pour e´tendre nos travaux.

Premie`re partie
E´tat de l’art
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Chapitre 1
Introduction a` la programmation par
contraintes
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La programmation par contraintes (PPC) est un paradigme permettant de re´soudre des proble`mes
difficiles.
Nous commenc¸ons par un rappel ge´ne´ral des notions de complexite´, qui seront utiles dans cette the`se,
avant de de´crire les principes de base de la programmation par contraintes.
1.1 Rappels de complexite´
1.1.1 Complexite´ d’un algorithme
La complexite´ d’un algorithme caracte´rise la quantite´ de ressources qu’il utilise, en fonction de la taille
des donne´es. Nous conside´rons la complexite´ temporelle et la complexite´ spatiale :
– la complexite´ temporelle exprime un ordre de grandeur du nombre d’instructions e´le´mentaires exe´-
cute´es par l’algorithme,
– la complexite´ spatiale exprime un ordre de grandeur de la quantite´ de me´moire utilise´e lors de
l’exe´cution de l’algorithme.
De´finition 1 (complexite´ dans le pire des cas) Soit R une ressource. La fonction de complexite´
dans le pire des cas T (n,R) d’un algorithme pour une donne´e de taille n exprime la quantite´ maximale
de la ressource R ne´cessaire a` l’exe´cution de l’algorithme.
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La notation de Knuth sert a` donner un ordre de grandeur de la complexite´.
Notation 1 : Knuth [44]
On exprime une complexite´ avec la notation O, qui est de´finie par : O(f) = {g : N → N, ∃n0 ∈ N et
∃c > 0 tels que : ∀n > n0, g(n) ≤ c× f(n)}.
1.1.2 Classes de complexite´
Les classes de complexite´ permettent de hie´rarchiser les algorithmes et les proble`mes selon leur diffi-
culte´. Nous pre´sentons ici les classes de complexite´ qui seront utiles dans cette the`se. Pour plus de de´tails,
le lecteur inte´resse´ pourra se re´fe´rer aux ouvrages de Papadimitriou [60] et de Garey et Johnson [34].
Nous supposons dans cette section que la taille des donne´es est finie.
On distingue les proble`mes de de´cision, retournant une re´ponse “oui” ou “non”, des proble`mes de
recherche de solution.
Proble`mes de de´cision Certains proble`mes de de´cision peuvent eˆtre re´solus par un algorithme dont
la complexite´ temporelle est une fonction polynomiale en la taille des donne´es d’entre´e. Cet algorithme
est, dans ce cas, polynomial. Ces proble`mes constituent la classe P.
On dit qu’un proble`me est non-de´terministe polynomial si et seulement si il existe un certificat polyno-
mial pour toute instance de celui-ci. Un certificat polynomial est une donne´e permettant a` un algorithme
polynomial de ve´rifier que la re´ponse est “oui”. De tels proble`mes constituent la classe NP. Notons que
P ⊆ NP.
Un proble`me p de NP est dit NP-complet si n’importe quelle instance d’un proble`me p′ de NP
peut eˆtre convertie en une instance de p a` l’aide d’un algorithme polynomial en temps et en espace, avec
la meˆme re´ponse. Cet algorithme est une re´duction polynomiale.
Nous avons donc les relations suivantes entre ces trois classes : P ⊆ NP et NP-complet ⊆ NP.
Il s’en suit la conjecture P 6=NP. Prouver celle-ci est une question ouverte en the´orie de la complexite´.
Elle serait fausse si un algorithme polynomial permettant de re´soudre un proble`me NP-complet e´tait
trouve´.
Enfin, un proble`me p est NP-difficile si n’importe quelle instance d’un proble`me p′ de NP peut eˆtre
convertie en une instance de p a` l’aide d’un algorithme polynomial en temps et en espace, avec la meˆme
re´ponse. Notons que p n’est pas ne´cessairement dans NP. Ainsi, tous les proble`mes NP-complets sont
des proble`mes NP-difficiles, mais la re´ciproque est fausse.
Proble`mes de recherche d’une solution Les proble`mes de recherche de solution peuvent eˆtre classi-
fie´s de manie`re similaire. Papadimitriou [60] a propose´ la notation suivante pour distinguer ces proble`mes
des proble`mes de de´cision, ou` F correspond au pre´fixe “functional” : FP, FNP, FNP-complet. Souvent,
dans la litte´rature, cette distinction est ignore´e : les notations des proble`mes de de´cision sont utilise´es
pour les proble`mes de recherche de solution. Dans cette the`se, par souci de simplicite´, nous abandonnons
donc le pre´fixe F.
Nous pouvons maintenant introduire le cadre de la PPC. Nous pre´sentons dans un premier temps des
ge´ne´ralite´s lie´es a` ce paradigme.
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1.2 Re´seaux de contraintes
Un proble`me de programmation par contraintes est de´crit par un re´seau de contraintes. Un re´seau
de contraintes est de´fini par un ensemble de variables, un ensemble de domaines et un ensemble de
contraintes. Un domaine distinct est associe´ a` chaque variable. Il est constitue´ des valeurs qui peuvent
eˆtre affecte´es a` cette variable.
De´finition 2 (Re´seau de contraintes) Un re´seau de contraintes R = {X ,D, C} est de´fini par :
– un ensemble fini de variables X = {x0, x1, . . . , xn−1},
– un ensemble de domaines D = {D0, D1, . . . , Dn−1}. Chaque domaine Di tel que i ∈ {0, 1, . . . , n−1}
de´finit l’ensemble fini des valeurs que peut prendre la variable xi. Nous pouvons aussi noter ce
domaine D(xi). Pour une variable xi, on notera xi la valeur minimale de son domaine, et xi sa
valeur maximale. On appelle ces valeurs les bornes de xi,
– un ensemble de contraintes C ={C0, C1, . . . , Cm−1}. Chaque contrainte Cj telle que j ∈ {0, 1, . . . ,m−
1} est de´finie sur un sous-ensemble de variables var(Cj) ⊆ X par un sous-ensemble rel(Cj) du
produit carte´sien des domaines des variables var(Cj), qui spe´cifie les combinaisons autorise´es de
valeurs pour ces variables. On dit que ces combinaisons satisfont la contrainte Cj. La contrainte
Cj est aussi dite respecte´e. var(Cj) est appele´e porte´e de la contrainte Cj. DCj de´signe l’ensemble
des domaines des variables de var(Cj).
Une variable xi est entie`re si son domaine Di ne contient que des entiers relatifs. Dans cette the`se
nous nous limiterons a` des proble`mes discrets, ou` les variables sont entie`res.
Nous de´finissons a` pre´sent quelques notions essentielles sur les re´seaux de contraintes.
Pour tout ensemble E d’e´le´ments, nous notons |E| le nombre d’e´le´ments contenus dans cet ensemble.
Ce nombre est aussi appele´ cardinal de E.
De´finition 3 (arite´ d’une contrainte) L’arite´ d’une contrainte C, |var(C)|, est le nombre de va-
riables sur lesquelles elle s’applique. C est dite binaire si elle a une arite´ de 2.
De´finition 4 (degre´ d’une variable) Dans un re´seau R = {X ,D, C}, le degre´ d’une variable x ap-
partenant a` X est le nombre de contraintes de C qui s’appliquent sur cette variable.
De´finition 5 (Instanciation et affectation) Une variable x de X est dite instancie´e avec une valeur
v lorsque l’on fixe x a` la valeur v. On dit e´galement que v est affecte´e a` la variable x. L’instanciation de
la variable x a` v est alors note´e I[x] = v. Elle est valide si v ∈ D(x).
Soit X ⊆ X . Nous notons I[X ] = (v0, v1, . . . v|X|−1) son instanciation aux valeurs v0, v1, . . . , v|X|−1. Si
I[X ] est une instanciation valide, on l’appelle un tuple de X. Lorsque toutes les variables d’un ensemble
X sont instancie´es, on dit que l’instanciation I[X ] est comple`te. Sinon l’instanciation I[X ] est partielle.
Une contrainte est de´crite en extension lorsque la relation qu’elle de´finit est donne´e explicitement par
la liste des tuples (combinaisons de valeurs pour les variables) autorise´s, ou interdits. Elle peut e´galement
eˆtre de´crite implicitement par des proprie´te´s mathe´matiques, ou des fonctions boole´ennes. Elle est alors
de´crite en intension. L’exemple 1 montre une contrainte de´crite en extension et en intension.
Exemple 1 Soient deux variables x0 et x1 de domaine D0 = [0, 2] et D1 = [0, 2]. Nous conside´rons
la contrainte C : x0 < x1 (elle est ici de´crite en intension). C est de´crite, en extension, par rel(C) =
{(0, 1), (0, 2), (1, 2)}.
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La notion de consistance est essentielle pour caracte´riser le processus de re´solution d’un proble`me
mode´lise´ par un re´seau de contraintes.
De´finition 6 : consistance
Soient R = {X ,D, C} un re´seau de contrainte et x une variable de X . Une valeur v ∈ D(x) est consistante
avec une contrainte C ∈ C si et seulement si x 6∈ var(C) ou bien s’il existe un tuple τ de rel(C) valide
tel que v ∈ τ .
De´finition 7 : arc-consistance
Soit R = {X ,D, C} un re´seau de contraintes et x une variable de X :
– une valeur v ∈ D(x) est arc-consistante si et seulement si ∀C ∈ C, v est consistante avec C,
– un domaine D(x) est arc-consistant si et seulement si D(x) 6= ∅ et toutes les valeurs de D(x) sont
arc-consistantes. Par abus de langage on dira aussi que x est une variable arc-consistante,
– R est arc-consistant si toutes les variables de X sont arc-consistantes.
De´finition 8 : consistance globale
Soit R = {X ,D, C = {C0, C1, . . . , Cm−1}} un re´seau de contraintes et x une variable de X . Une valeur
v ∈ D(x) est globalement consistante si et seulement si elle est consistante avec la conjonction
γ = C0 ∧ C1 ∧ . . . ∧ Cm−1.
Nous distinguons les proble`mes de satisfaction (CSP : Constraint Satisfaction Problem) et les pro-
ble`mes d’optimisation (COP : Constraint Optimisation Problem) en programmation par contraintes.
De´finition 9 (proble`me de satisfaction) Soit un re´seau de contraintes R = {X ,D, C}. Le proble`me
de satisfaction de contraintes qui lui est associe´ consiste a` trouver une instanciation valide de X , globa-
lement consistante.
L’exemple 2 pre´sente un proble`me a` une contrainte et deux variables en en donnant un tuple solution
et un tuple ne respectant pas la contrainte.
Exemple 2 Soient deux variables x0 et x1, telles que D0 = [1, 5] et D1 = [4, 6] et la contrainte C : x0 ≤
x1. Une instanciation comple`te I[x0, x1] = (3, 5) est autorise´e car elle est valide (3 ∈ D0 et 5 ∈ D1) et
respecte la contrainte (3 ≤ 5). En revanche, l’instanciation I[x0, x1] = (5, 4) est interdite, car elle ne
respecte pas la contrainte C (5 6≤ 4), bien qu’e´tant valide (5 ∈ D0 et 4 ∈ D1).
Un re´seau de contraintes binaires R = {X ,D, C} peut eˆtre repre´sente´ par un graphe appele´ graphe
des contraintes. Pour des proble`mes impliquant des contraintes autres que des contraintes binaires, nous
utilisons une repre´sentation sous forme d’hypergraphe. L’exemple 3 pre´sente un graphe des contraintes
simple.
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Exemple 3 La Figure 1.1 est un exemple de graphe des contraintes d’un re´seau comportant 5 variables
et 6 contraintes binaires.
x1 x2
x0
x3 x4
C0
C1
C2
C3
C4
C5
Figure 1.1 – Un re´seau de contraintes binaires comportant 5 variables {x0, x1, . . . , x4} et 6 contraintes
binaires {C0, C1, . . . , C5}
L’exemple 4 pre´sente un proble`me concret, et sa mode´lisation sous forme de proble`me de satisfaction
de contraintes. Il donne une solution de ce proble`me.
Exemple 4 Conside´rons un ope´rateur mobile souhaitant implanter des antennes relais dans une re´gion
divise´e en plusieurs zones, situe´es autour des grandes villes. L’ope´rateur a a` sa disposition plusieurs
fre´quences d’e´mission, mais, pour e´viter les interfe´rences, toutes les fre´quences d’une meˆme zone doivent
eˆtre diffe´rentes. De plus, des relations de succession sont de´finies entre les zones : pour deux zones donne´es
Zonei et Zonej, si Zonei est infe´rieure a` Zonej alors la fre´quence maximale e´mise dans la Zonei est
strictement infe´rieure a` la fre´quence minimale e´mise dans Zonej. Enfin, des re`gles me´tier imposent des
contraintes de diffe´rence entre certaines antennes de zones diffe´rentes. Les donne´es de l’ope´rateur sont
les suivantes :
Les fre´quences disponibles sont des entiers appartenant a` l’intervalle [1, 25]. Nous nume´rotons les
contraintes du proble`me. La re´gion contient 5 zones.
Le nombre d’antennes par zone est le suivant :
– C0 : Zone0 : 4 antennes
– C1 : Zone1 : 7 antennes
– C2 : Zone2 : 5 antennes
– C3 : Zone3 : 6 antennes
– C4 : Zone4 : 5 antennes
Les relations de succession entre les zones sont les suivantes :
– C5 : Zone0 < Zone1
– C6 : Zone0 < Zone4
– C7 : Zone0 < Zone3
– C8 : Zone2 < Zone4
– C9 : Zone3 < Zone2
Certaines antennes de zones diffe´rentes doivent eˆtre affecte´es a` une fre´quence diffe´rente :
– C10 : L’antenne 2 de la Zone1 a une fre´quence diffe´rente de l’antenne 1 de la Zone3
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– C11 : L’antenne 1 de la Zone1 a une fre´quence diffe´rente de l’antenne 1 de la Zone4
La contrainte alldifferent peut eˆtre utilise´e pour mode´liser ce proble`me.
De´finition 10 (allDifferent) Soit var(allDifferent) = {x0, x1, . . . , xn−1} un ensemble de va-
riables. La contrainte allDifferent impose que les variables soient instancie´es avec des valeurs toutes
diffe´rentes les unes des autres : elle est de´finie par l’ensemble des tuples rel(allDifferent) = {(v0, v1, . . . ,
vn−1) ∈ D0 ×D1 × . . .×Dn−1 tels que ∀i, j ∈ {0, 1, . . . , n− 1} avec i 6= j : vi 6= vj}.
Pour exprimer le minimum ou bien le maximum d’un ensemble de variable, nous utilisons les contraintes
min et max prenant en argument l’ensemble des variables dont on retient la valeur minimale ou maximale,
ainsi qu’une variable “re´sultat” ou` est stocke´e cette valeur minimale ou maximale.
Le re´seau de contraintes R = {X ,D, C} mode´lisant le proble`me est alors le suivant.
– X = {x00, x01, . . . , x03, x10, . . . , x16, . . . , x44, xm0 , x
m
1 , . . . , x
m
4 , x
M
0 , x
M
1 , . . . , x
M
4 } chaque variable xij
repre´sentant la fre´quence d’e´mission de l’antenne j de la zone i, et chaque variable xmj et x
M
j
repre´sentant respectivement la fre´quence minimale et maximale de la zone j.
– D = {[1, 25], [1, 25], . . . , [1, 25]}
– C = {C0 : alldifferent{x00, x01, . . . , x03},
C1 : alldifferent{x10, x11, . . . , x16},
C2 : alldifferent{x20, x21, . . . , x24},
C3 : alldifferent{x30, x31, . . . , x35},
C4 : alldifferent{x40, x41, . . . , x44},
C5 : x
M
0 < x
m
1 ,
C6 : x
M
0 < x
m
4 ,
C7 : x
M
0 < x
m
3 ,
C8 : x
M
2 < x
m
4 ,
C9 : x
M
3 < x
m
2 ,
C10 : x12 6= x31,
C11 : x11 6= x41,
C12 : min({x00, x01, . . . , x03}, xm0 ),
C13 : min({x10, x11, . . . , x16}, xm1 ),
C14 : min({x20, x21, . . . , x24}, x
m
2 ),
C15 : min({x30, x31, . . . , x35}, xm3 ),
C16 : min({x40, x41, . . . , x44}, xm4 ),
C17 : max({x00, x01, . . . , x03}, xM0 ),
C18 : max({x10, x11, . . . , x16}, xM1 ),
C19 : max({x20, x21, . . . , x24}, x
M
2 ),
C20 : max({x30, x31, . . . , x35}, xM3 ),
C21 : max({x40, x41, . . . , x44}, xM4 )}
La figure 1.2 repre´sente le re´seau de contraintes R. Re´soudre le proble`me consiste donc a` affecter une
fre´quence (un entier entre 1 et 25) a` chaque antenne (variables xij ∈ X ).
Une solution de ce proble`me est repre´sente´e en Figure 1.3.
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Figure 1.2 – Re´seau de contraintes mode´lisant un proble`me d’affectation de fre´quences.
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Figure 1.3 – Une solution au proble`me d’affectation de fre´quences.
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Dans de nombreux proble`mes le but n’est pas uniquement de trouver une solution satisfaisant les
contraintes, mais de fournir une solution optimale selon un crite`re relatif aux valeurs qui sont affecte´es
aux variables. Il s’agit alors de proble`mes d’optimisation.
De´finition 11 (proble`me d’optimisation) Soit un re´seau de contraintes R = {X ,D, C}. Un proble`me
d’optimisation inte`gre, dans ce re´seau, un crite`re d’optimisation. Celui-ci est mode´lise´ par une variable
obj ∈ X , appele´e variable objectif, contrainte avec toutes ou partie des variables X\{obj}. La valeur
affecte´e a` cette variable objectif de´finit la “qualite´” d’une solution du point de vue du crite`re d’optimisation.
De´finition 12 (solution d’un proble`me d’optimisation) Soit un proble`me d’optimisation repre´sente´
par le re´seau de contraintes R = {X ,D, C}, et une variable obj ∈ X . Une solution de ce proble`me est une
solution de R qui minimise (pour un proble`me de minimisation), ou maximise (proble`me de maximisation)
la valeur de la variable objectif obj.
Pour re´soudre des proble`mes de satisfaction ou d’optimisation, il est ne´cessaire d’employer une tech-
nique de recherche de solution.
1.3 Recherche de solutions
E´tant donne´ un re´seau de contraintes, diffe´rentes techniques de recherche peuvent eˆtre employe´es
pour obtenir des solutions. Dans un premier temps, nous nous inte´ressons a` des techniques de recherche
syste´matiques. Celles-ci consistent a` tester successivement toutes les instanciations, jusqu’a` trouver une
solution, ou trouver une inconsistance remettant en cause la dernie`re instanciation effectue´e. Dans ce
dernier cas, on continue la recherche en n’autorisant pas cette instanciation. Ces combinaisons peuvent
eˆtre ge´ne´re´es de diffe´rentes manie`res, et donc teste´es dans des ordres diffe´rents.
Arbre de recherche Une repre´sentation usuelle du processus de recherche d’une solution est l’arbre de
recherche, construit dynamiquement. La racine de cet arbre est le proble`me que l’on cherche a` re´soudre.
Les sommets fils sont des proble`mes plus petits, obtenus en de´composant le domaine d’une des variables du
proble`me pe`re. Des de´compositions successives construisent l’arbre, jusqu’a` ce qu’une inconsistance avec
une contrainte soit de´tecte´e, ou qu’une solution soit trouve´e. Ge´ne´ralement, un sommet correspond soit
a` un essai d’instanciation d’une variable avec une valeur, soit a` l’e´limination d’une valeur d’un domaine.
De´finition 13 (arbre de recherche [84]) Soit un re´seau de contraintes, et P0 le proble`me associe´. Un
arbre de recherche pour P0 est un arbre tel que :
– ses noeuds sont des proble`mes,
– sa racine est P0,
– si P1, P2, . . . , Pm−1, avec m > 1 sont des descendants directs d’un noeud P0, alors l’union des
solutions de P1, P2, . . . , Pm−1 est e´gal a` l’ensemble des solutions de P , pour tout noeud P .
Techniques de recherche Pour re´soudre un proble`me de satisfaction de contraintes, une technique
consiste a` ge´ne´rer tous les tuples de valeurs possibles, et de tester s’ils sont solutions. Cette approche
porte le nom de Generate-and-Test. Le nombre de tuples ge´ne´re´s est e´gal au produit carte´sien du cardinal
des domaines des variables implique´es dans le re´seau. Bien que cela puisse fonctionner pour les proble`mes
de petite taille, cela reste impossible a` envisager pour la plupart des proble`mes.
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Une technique de recherche plus fine est l’algorithme de backtrack, de´crit dans [37], puis ame´liore´
(Backmarking[35], Backjumping[36]). Nous de´crivons ici le fonctionnement de cet algorithme sous forme
textuelle. Pour plus de de´tails, le lecteur inte´resse´ pourra se re´fe´rer a` [32].
Au de´part, aucune variable n’est instancie´e. L’algorithme de backtrack e´tend progressivement l’ins-
tanciation courante en instanciant une nouvelle variable a` chaque e´tape. L’algorithme ve´rifie alors que
l’instanciation partielle est consistante avec les contraintes du proble`me. Dans le cas contraire, la dernie`re
instanciation faite est remise en cause. Nous effectuons un retour arrie`re (backtrack). C’est a` dire que nous
remontons au noeud pe`re dans l’arbre de recherche. Puis nous effectuons une nouvelle instanciation. De
cette manie`re, l’algorithme construit un arbre de recherche dont les nœuds repre´sentent les instanciations
partielles teste´es. Cet algorithme teste l’ensemble des instanciations possibles de manie`re implicite, c’est-
a`-dire sans les ge´ne´rer toutes. Le nombre d’instanciations conside´re´ est ainsi re´duit. Dans le pire des cas
le nombre de noeuds parcourus dans l’arbre de recherche est e´gal au nombre d’instanciations comple`tes
possibles. Ce nombre peut eˆtre e´leve´, meˆme pour des proble`mes de “petite taille” : il est e´gal au produit
des tailles des domaines de chaque variable.
La re´solution de proble`mes d’optimisation peut eˆtre re´alise´e par des re´solutions successives de pro-
ble`mes de satisfaction. La me´thode la plus classique vise a` re´duire progressivement l’objectif.
Soit R = {X ,D, C} un re´seau de contraintes. Pour simplifier la description, nous nous plac¸ons dans
le cas ou` l’objectif consiste a` minimiser la valeur affecte´e a` la variable objectif obj ∈ X .
Nous recherchons tout d’abord une premie`re solution, par exemple a` l’aide d’un algorithme de type
backtrack. La valeur affecte´e a` obj dans cette solution est note´e UB. Nous re´solvons alors un nouveau
proble`me de satisfaction e´quivalent au pre´ce´dent, a` l’exception du fait que la contrainte obj < UB ait
e´te´ ajoute´e. La valeur de obj dans la solution de ce CSP est alors a` son tour affecte´e a` UB, et nous
re´solvons un nouveau CSP, avec une nouvelle contrainte obj < UB. Le processus est re´pe´te´ jusqu’a` ce
que nous aboutissions sur un CSP n’ayant pas de solution. Dans ce cas, la solution du CSP pre´ce´dant
imme´diatement ce dernier CSP est une solution optimale du proble`me d’optimisation.
L’algorithme Branch and Bound est une variation de ce sche´ma de recherche. La diffe´rence est que,
a` chaque e´tape, au lieu de re´soudre un nouveau CSP “from scratch”, c’est a` dire a` partir de la racine de
l’arbre, nous poursuivons la recherche a` partir du noeud pre´ce´dent la feuille de l’arbre correspondant a`
la dernie`re solution trouve´e.
Ces techniques de recherche de solution sont souvent insuffisantes pour traiter des proble`mes d’une
certaine taille. Des me´thodes de retrait de valeurs inconsistantes sont alors a` envisager. Nous les introdui-
sons en section 1.4. L’ordre d’instanciation peut avoir un impact significatif sur le processus de recherche
d’une solution. Nous de´crivons e´galement ce proce´de´ en section 1.4.
1.4 Filtrage, propagation et heuristiques
Filtrage Pour acce´le´rer le processus de re´solution, des techniques de filtrage sont utilise´es en PPC. Un
algorithme de filtrage est associe´ a` chaque contrainte. Il consiste a` de´tecter et a` retirer des domaines des
variables, des valeurs qui ne sont pas consistantes avec la contrainte. L’imple´mentation de techniques de
filtrage performantes, i.e., qui retirent le plus de valeurs possibles des domaines des variables, joue un roˆle
de´terminant dans la re´solution de proble`mes en PPC. Un filtrage est re´alise´, pour un proble`me simple,
dans l’exemple 5.
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Exemple 5 Soit le re´seau de contraintes R = (X ,D, C) tel que :
– X = {x0, x1},
– D = {[1, 3], [1, 3]},
– C = {C0 : x0 < x1}.
La valeur 1 peut eˆtre retire´e (filtre´e) du domaine de x1, car il n’existe aucune valeur dans le domaine
de x0 telle que C0 soit satisfaite si I[x1] = 1.
Propagation Le filtrage d’une valeur peut cre´er de nouvelles inconsistances au sein du proble`me. Les
techniques de propagation permettent de mettre a` jour les domaines des variables apre`s ces retraits, en
relanc¸ant les algorithmes de filtrage.
Notons que le filtrage est contractant (le domaine d’une variable apre`s un filtrage a une taille infe´rieure
ou e´gale a` celle du domaine avant le filtrage), et donc le processus est monotone.
La propagation des e´ve´nements de suppression peut eˆtre re´pe´te´e, et les algorithmes de filtrage relance´s,
jusqu’a` ce qu’aucune de´duction supple´mentaire ne soit possible. On dit alors que le point fixe est atteint.
La monotonie garantit l’unicite´ de ce point fixe. L’exemple 6 montre une propagation dans le cadre d’un
proble`me simple.
Exemple 6 Soit le re´seau de contraintes R = (X ,D, C) tel que :
– X = {x0, x1, x2},
– D = {[1, 3], [1, 3], [1, 3]},
– C = {C0 : x0 < x1, C1 : x1 = x2}.
Nous avons vu dans l’exemple 5 que la contrainte C0 permet de retirer la valeur 1 du domaine de x1.
De ce fait, elle peut e´galement eˆtre retire´e du domaine de x2. En effet, apre`s ce filtrage, il n’existe pas
de valeur dans le domaine de x1 telle que C1 soit satisfaite si I[x2] = 1. Il y a donc une propagation de
l’e´ve´nement de suppression de la valeur 1 de D(x1) par C0, qui aboutit a` une nouvelle suppression dans
D(x2) graˆce a` C1.
Heuristiques de recherche L’ordre dans lequel les variables sont instancie´es et l’ordre dans lequel
sont teste´es les diffe´rentes valeurs possibles d’une variable peuvent avoir une influence de´terminante dans
le processus de re´solution d’un proble`me. Pour de´finir cet ordre, on utilise des heuristiques de choix
de variable et de valeur. Une heuristique de choix de variable de´termine la (les) variables(s) a` fixer
prioritairement. Une heuristique de choix de valeur de´termine la (les) valeur(s) a` affecter prioritairement.
Ide´alement, l’algorithme qui retourne la variable ou la valeur choisie ne doit pas eˆtre trop couˆteux.
Une heuristique peut eˆtre statique : l’ordre dans lequel les variables sont instancie´es est fixe´ a priori,
et ne changera pas durant la recherche. Elle peut au contraire eˆtre dynamique : cet ordre est susceptible
d’e´voluer au cours de la recherche.
Nous donnons ci-apre`s quelques heuristiques classiques qui seront utiles dans la suite.
Heuristiques de choix de variable
– lex est une heuristique statique qui se´lectionne les variables a` instancier selon l’ordre lexicogra-
phique, c’est a` dire, l’ordre dans lequel elles sont e´nume´re´es dans le proble`me. Cette heuristique
peut eˆtre utile lorsque l’on ne connait pas a` l’avance la fac¸on dont les variables se comportent.
Elle permet de connaˆıtre, et de controˆler pre´cise´ment, et en amont, l’ordre dans lequel les variables
seront instancie´es,
– random se´lectionne une variable a` instancier ale´atoirement,
– wdeg (weighted degree) [16] est l’heuristique du degre´ ponde´re´. Durant la recherche de solution,
on enregistre, pour chaque contrainte, la somme des e´checs constate´s, dus a` cette contrainte. Ainsi,
un poids est affecte´ dynamiquement a` chacune des contraintes : plus celle-ci a provoque´ d’e´checs,
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plus le poids est important. L’emploi de cette heuristique ponde`re les variables implique´es dans ces
contraintes. La variable choisie est celle de plus grand degre´ ponde´re´.
– dom (min-domain) [38] choisit la variable de plus petit domaine. C’est en effet la plus “proche
d’eˆtre fixe´e”, et donc potentiellement, la plus contraignante dans le sens ou` on a peu de possibilite´s
d’instanciations diffe´rentes pour cette variable. Cette heuristique est dynamique.
– dom/wdeg [16] combine les heuristiques pre´ce´demment pre´sente´es. La variable se´lectionne´e est
celle dont le quotient “taille du domaine sur degre´ ponde´re´”, est le plus petit.
Heuristiques de choix de valeur
– minVal (resp.maxVal), se´lectionne la valeur minimale (resp. maximale) du domaine de la variable
courante. Celle-ci permet de controˆler pre´cise´ment l’ordre dans lequel les valeurs seront essaye´es,
– randVal se´lectionne une valeur ale´atoire dans le domaine de la variable courante.
Certaines strate´gies combinant heuristiques de choix de variables et heuristiques de choix de valeur
peuvent e´galement eˆtre employe´es.
II existe un certain nombre d’heuristiques ge´ne´riques en PPC, qui sont adapte´es a` bon nombre de
proble`mes. Cependant, il est souvent efficace de de´finir des heuristiques spe´cialise´es au proble`me que l’on
re´sout, plutoˆt que d’utiliser une heuristique ge´ne´rique. Nous verrons dans cette the`se comment de´finir
quelques heuristiques dans le cas particulier des ordonnancements sur-contraints.
1.5 Les contraintes globales
De´finition et inte´reˆts Le terme de contrainte globale est ge´ne´ralement employe´ pour de´signer une
contrainte qui repre´sente un proble`me pour lequel on peut de´finir un algorithme de filtrage efficace,
qui permettra d’acce´le´rer significativement le processus de re´solution. Bessie`re et Van Hentenryck ont
propose´ une de´finition qui s’articule autour de trois axes : l’axe se´mantique, l’axe ope´rationnel et l’axe
algorithmique [13].
De´finition 14 (contrainte globale, Bessie`re et Van Hentenryck [13]) Une contrainte est globale :
– au sens se´mantique si elle ne peut eˆtre de´compose´e en une conjonction de contraintes primitives,
– au sens ope´rationnel si sa puissance de filtrage est supe´rieure a` celle de sa de´composition en
contraintes plus primitives, si une telle de´composition existe,
– au sens algorithmique si c’est une contrainte globale au sens ope´rationnel et que, e´tant donne´e une
de´composition quelconque ∆, aucun filtrage de ∆ n’a une meilleure complexite´, ni algorithmique, ni
spatiale et que ∆ a une taille d’encodage supe´rieure ou e´gale a` la complexite´ spatiale ne´cessaire a`
assurer la consistance.
L’un des exemples les plus connus de contrainte globale est la contrainte AllDifferent, introduite
en section 1.2, De´finition 10. L’exemple 7 montre son inte´reˆt ope´rationnel.
Exemple 7 (AllDifferent) Soit une vue partielle du proble`me pose´ dans l’exemple 4 se restreignant a`
l’ensemble de variables {x00, x01, x02, x03}, avec les domaines {[0, 2], [0, 2], [0, 2], [0, 2]}. Nous conside´rons
par exemple que les domaines de de´part du proble`me ont e´te´ re´duits par des contraintes exte´rieures.
Le proble`me impose que ces variables soient toutes diffe´rentes deux-a`-deux. La Figure 1.4 repre´sente ce
sous-proble`me.
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Figure 1.4 – Un sous-proble`me comportant des contraintes de diffe´rences.
La contrainte globale alldifferent sur les variables {x00, x01, x02, x03} ( c.f. De´finition 10) exprime,
en une seule contrainte, la conjonction des six contraintes de diffe´rence du graphe de contraintes.
Rendre le re´seau d’ine´galite´s binaires arc-consistant n’est pas e´quivalent, en termes de suppressions
de valeurs, a` appliquer un filtrage complet avec la contrainte alldifferent.
En effet :
– I[{x00, x01}] = (0, 1) ve´rifie la contrainte de diffe´rence x00 6= x01,
– I[{x01, x02}] = (1, 0) ve´rifie e´galement la contrainte de diffe´rence x01 6= x02,
– I[{x02, x03}] = (0, 1) ve´rifie e´galement la contrainte de diffe´rence x02 6= x03,
– etc.
L’inconsistance globale de cette contrainte n’est de´tecte´e que plus tard, alors meˆme que la taille des
domaines, et le nombre de variables (3 valeurs pour 4 variables) permettent, de`s le de´part, de de´duire
que le proble`me n’admet pas de solution. Cette perte d’information peut eˆtre e´vite´e par l’emploi d’un
algorithme de filtrage complet pour la contrainte alldifferent, qui conside`re toutes les variables en
meˆme temps.
Plusieurs algorithmes de filtrage pour la contrainte alldifferent ont e´te´ propose´s. Re´gin a, le
premier, propose´ un algorithme re´alisant l’arc-consistance ge´ne´ralise´e dans [69]. Ces diffe´rents algorithmes
ont e´te´ de´crits et compare´s par Van Hoeve [83].
Les travaux de Bessie`re et al. [12] ont montre´ que l’on ne pouvait pas atteindre la consistance globale
sur une de´composition de la contrainte alldifferent, sans ajout de variables supple´mentaires.

Chapitre 2
Ordonnancement cumulatif en
programmation par contraintes
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2.1 Proble`me cumulatif
Les proble`mes d’ordonnancement consistent a` ordonner des activite´s dans le temps. De nombreux
proble`mes diffe´rents existent en ordonnancement. Dans cette the`se, nous nous focaliserons sur le proble`me
cumulatif. Dans ce proble`me, chaque activite´ est de´finie par sa dure´e et ne´cessite pour son exe´cution
la disponibilite´ d’une certaine quantite´ de ressource renouvelable, sa consommation (ou demande en
capacite´) qu’elle utilise entre sa date de de´but et sa date de fin. Habituellement, l’objectif est de minimiser
l’horizon (la date de fin maximale d’une activite´), tandis qu’en chaque point de temps la consommation
cumule´e des activite´s ne doit pas exce´der une limite sur la ressource disponible, la capacite´.
De´finition 15 (Activite´s) Soit A = {a0, a1, . . . , an−1} un ensemble d’activite´s. Une activite´ ai ∈ A est
de´finie par quatre variables :
– sai ∈ [sai, sai], qui repre´sente son de´but,
– dai ∈ [dai, dai], qui repre´sente sa dure´e,
– cai ∈ [cai, cai], qui repre´sente sa date de fin telle que cai = sai + dai,
– rai ∈ [rai, rai], qui repre´sente la quantite´ discre`te de ressource consomme´e par ai en tout point de
temps entre sa date de de´but et sa date de fin.
L’exemple 8 illustre la notion d’activite´.
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Exemple 8 (activite´) La Figure 2.1 repre´sente une activite´ ai. Pour des raisons de lisibilite´ nous ne
repre´sentons pas sai et cai. Nous repre´sentons les positions extreˆmes entre lesquelles peut eˆtre place´e ai.
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Figure 2.1 – Une activite´ de dure´e fixe´e dai = 2, avec une consommation de ressource fixe´e rai = 4,
repre´sente´e dans ses deux positions extreˆmes sai et cai, avec D(sai) = [1, 4] et D(cai) = [3, 6].
On de´finit l’e´nergie d’une activite´ par la quantite´ totale de ressource qu’elle consomme.
De´finition 16 (e´nergie d’une activite´) Soit une activite´ ai, a` laquelle sont associe´es les variables sai,
cai, dai, rai. L’ e´nergie d’une activite´ est la quantite´ totale de ressource que ai consomme entre son de´but
sai et sa fin cai. Elle est de´finie par la variable eai = rai × dai.
Les caracte´ristiques d’une activite´ peuvent eˆtre e´tendues a` des ensembles d’activite´s.
Notation 2 (ensembles d’activite´s) Soit A = {a0, a1, . . . , an−1} un ensemble d’activite´s. Pour un
sous ensemble d’activite´s Ω ⊆ A, nous notons :
– e(Ω) ∈ [e(Ω), e(Ω)] l’e´nergie d’un sous-ensemble d’activite´s Ω, avec e(Ω) =
∑
ai∈Ω
eai,
– s(Ω) ∈ [s(Ω), s(Ω)] la date de de´but d’un sous-ensemble d’activite´s Ω, avec s(Ω) = minai∈Ω(sai),
– c(Ω) ∈ [c(Ω), c(Ω)] la date de fin d’un sous-ensemble d’activite´s Ω, avec c(Ω) = maxai∈Ω(cai),
Nous utiliserons e´galement les notations e(Ω), s(Ω), c(Ω) pour de´signer la borne infe´rieure du domaine
de ces variables, et e(Ω), s(Ω), c(Ω) pour de´signer la borne supe´rieure du domaine de ces variables.
De´finition 17 (Hauteur cumule´e) Etant donne´e une ressource et une instanciation d’un ensemble
A de n activite´s, a` chaque point de temps t la hauteur cumule´e ht des activite´s passant par t est
ht =
∑
ai∈A
sai≤t<cai
rai.
De´finition 18 (Proble`me cumulatif) Soit une ressource avec une capacite´ limite´e par un entier capa
et une instanciation d’un ensemble A de n activite´s. Une solution du proble`me cumulatif est un ordon-
nancement respectant les deux contraintes suivantes :
– C1 : Pour chaque activite´ ai ∈ A, sai + dai = cai,
– C2 : A chaque point de temps t, ht ≤ capa.
Dans cette the`se, nous conside´rons des activite´s non-pre´emptives, c’est a` dire des activite´s qui ne
peuvent pas eˆtre interrompues. La contrainte C1 de la De´finition 18 garantit cette proprie´te´.
L’exemple 9 illustre le proble`me cumulatif.
2.2. La contrainte cumulative 25
Exemple 9 La Figure 2.2 illustre une solution d’un proble`me cumulatif a` 5 activite´s. Chaque activite´
est place´e en accord avec les bornes des domaines initiaux de ses variables de de´but et de fin, qui sont
repre´sente´es dans la partie haute de la figure.
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Figure 2.2 – Une solution d’un proble`me cumulatif a` 5 activite´s. En chaque point de temps, la hauteur
du profil cumule´ est bien infe´rieure ou e´gale a` la capacite´ capa.
Complexite´ Le proble`me cumulatif, vu comme un proble`me de de´cision, est un proble`me NP-complet
[5], comme de nombreux proble`mes d’ordonnancement [34]. Le proble`me d’optimisation visant a` minimiser
la date de fin de la dernie`re activite´ ordonnance´e est un proble`me NP-difficile [59].
2.2 La contrainte cumulative
En PPC, la contrainte Cumulativemode´lise les proble`mes cumulatifs. Elle a e´te´ introduite par Aggoun
et Beldiceanu [1].
De´finition 19 (Contrainte cumulative) E´tant donne´s un ensemble d’activite´s A = {a0, a1, . . . , an−1}
et une capacite´ entie`re capa, la contrainte Cumulative(A, capa) mode´lise un proble`me cumulatif. Une
solution de la contrainte Cumulative(A, capa) est une instanciation comple`te des variables repre´sentant
les activite´s de A, telle que les contraintes C1 et C2 de la De´finition 18 soient satisfaites 1.
Diffe´rents algorithmes de filtrage ont e´te´ de´finis pour le contrainte Cumulative. De manie`re ge´ne´rale,
nous pouvons les classifier en deux grandes cate´gories : des filtrages qui s’appuient sur la topologie de l’or-
donnancement, et des filtrages qui s’appuient sur l’e´nergie d’ensembles d’activite´s. L’ide´e de raisonnement
e´nerge´tique a e´te´ introduite et de´veloppe´e dans [29, 53, 54, 55].
Ces diffe´rents filtrages permettent d’effectuer des de´ductions diffe´rentes, et peuvent donc eˆtre comple´-
mentaires. Nous de´crivons l’algorithme de Sweep, et les algorithmes d’Edge-Finding, qui sont, dans les
deux cate´gories e´voque´es pre´ce´demment, parmi les plus performants.
1. Dans la version originale de la contrainte Cumulative, capa est une variable repre´sentant la hauteur maximale du
profil cumule´.
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2.2.1 L’algorithme de balayage, ou Sweep
Le filtrage de la contrainte Cumulative par balayage (connu sous le nom de Sweep), de´crit dans [7, 8],
s’appuie sur une notion essentielle en ordonnancement cumulatif : la notion de partie obligatoire. Elle a
e´te´ introduite par Lahrichi [46].
L’algorithme de time-table, de´crit dans [4, chapitres 2.2.1 et 3.3.1], utilise e´galement cette notion. Il
maintient un profil de parties obligatoires et filtre les de´buts d’activite´s en fonction de ce profil, comme
Sweep. Nous ne nous concentrons pas sur cet algorithme et choisissons de de´crire l’algorithme de Sweep
car le stockage en me´moire de l’ensemble du profil n’y est pas ne´cessaire. De plus, nous re´utiliserons et
adapterons cet algorithme dans le chapitre 5.
De´finition 20 (partie obligatoire) La partie obligatoire cp(ai) d’une activite´ ai ∈ A est l’intersection
de toutes les instances re´alisables de ai. La partie obligatoire est de´finie par son support, l’intervalle
[sai, cai[ (elle est donc non vide si, et seulement si, sai < cai), et une hauteur e´gale a` rai sur [sai, cai[,
et nulle ailleurs.
L’exemple 10 illustre la notion de partie obligatoire.
Exemple 10 La Figure 2.3 repre´sente une activite´ positionne´e au plus toˆt et au plus tard, et la partie
obligatoire qui est de´limite´e par l’intersection de ces deux positions.
sai sai cai cai
cp(ai)
ai
ai
Figure 2.3 – Une activite´ ai positionne´e en ses deux positions extreˆmes, et sa partie obligatoire cp(ai).
La partie obligatoire des activite´s d’un proble`me cumulatif permet de de´finir un profil cumulatif.
De´finition 21 (profil cumulatif) Le profil cumulatif CumP repre´sente la consommation minimale de
ressource, cumule´e au cours du temps, de toutes les activite´s. Pour un point de temps donne´ t, la hauteur
de CumP a` t est e´gale a`
∑
ai∈A
t∈[sai,cai[
rai, c’est a` dire la somme des contributions des parties obligatoires de
chaque activite´ passant par t.
L’exemple 11 illustre la notion de profil cumulatif.
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Exemple 11 La Figure 2.4 repre´sente le proble`me cumulatif introduit en Figure 2.2. Il consiste a` or-
donner l’ensemble d’activite´s A = {a0, a1, . . . , a4}, sans de´passer la capacite´ capa. Nous montrons sur la
Figure 2.5, que les activite´s a1 et a2 ont une partie obligatoire. La Figure 2.6 repre´sente le profil cumulatif
associe´ au proble`me.
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Figure 2.4 – Le proble`me cumulatif introduit en Figure 2.2.
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Figure 2.5 – Les activite´s a1 et a2 positionne´es en leurs deux positions extreˆmes, et leur partie obligatoire
cp(a1) et cp(a2).
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Figure 2.6 – Le profil cumulatif des parties obligatoires associe´ au proble`me.
Le filtrage de´fini en [7] s’appuie sur ce profil cumulatif pour filtrer les dates de de´but d’activite´s.
Il de´place une ligne verticale ∆ sur l’axe de temps par ordre croissant de valeurs en ne conside´rant
que certains points ou e´ve´nements. En un balayage, il construit le profil cumulatif et filtre les activite´s de
manie`re a` ne pas de´passer la capacite´ capa. Un e´ve´nement correspond au de´but ou a` la fin d’une partie
obligatoire, ou a` la date de de´but au plus toˆt sai d’une activite´ ai ∈ A. Pour une raison qui sera e´nonce´e
dans la suite, il ne conside`re pas sa date de fin au plus tard cai. Tous les e´ve´nements sont initialement
ge´ne´re´s et trie´s par ordre croissant de leur date. On notera δ la position courante de la droite de balayage
∆. A chaque pas de l’algorithme, une liste ActToPrune contient les activite´s a` filtrer, c’est a` dire celles
pouvant passer par la date δ. A` chaque e´tat de la droite de balayage est associe´e une hauteur de profil
sumh, qui sera mise a` jour incre´mentalement :
– les e´ve´nements de partie obligatoire servent a` construireCumP . Ces e´ve´nements, a` la date δ, mettent
a` jour la hauteur sumh du rectangle courant dans CumP , en ajoutant la hauteur si c’est le de´but
d’une partie obligatoire, ou en l’enlevant si c’est la fin d’une partie obligatoire. Soit ai l’activite´
concerne´e, alors un tel e´ve´nement est note´ evt =< PROFILE , ai, sai, rai > si c’est un de´but de
partie obligatoire et evt =< PROFILE , ai, cai,−rai > si c’est une fin de partie obligatoire,
Le premier e´ve´nement de partie obligatoire dont la date est strictement supe´rieure a` δ de´finit la fin
de l’intervalle courant. On note cette date δ′, et le rectangle correspondant est 〈[δ, δ′[, sumh〉,
– les e´ve´nements correspondant aux dates de de´but au plus toˆt sai des activite´s ai ∈ A non com-
ple`tement fixe´es et telles que δ ≤ sai < δ′ ajoutent de nouvelles activite´s candidates au filtrage,
en fonction de 〈[δ, δ′[, sumh〉 et capa (les activite´s ayant une intersection avec 〈[δ, δ
′[, sumh〉). Elles
sont ajoute´es a` la liste ActToPrune. Soit ai l’activite´ concerne´e, alors un tel e´ve´nement est note´
evt =< PRUNING, ai, sai, 0 >. Le parame`tre 0 correspond a` l’augmentation de hauteur du profil.
Elle est toujours nulle dans ce type d’e´ve´nement.
En chaque e´ve´nement de profil, pour chaque activite´ ai ∈ ActToPrune, n’ayant pas de partie obliga-
toire dans le rectangle 〈[δ, δ′[, sumh〉, si sa hauteur rai est strictement supe´rieure a` capa− sumh alors on
filtre sa date de de´but sai de manie`re a` ce que ai ne puisse plus intersecter le rectangle courant CumP .
Si cai ≤ δ′ alors ai est retire´e de la liste ActToPrune. Une fois l’e´tape de filtrage termine´e, δ est mise a`
jour a` la valeur δ′.
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Re`gle de filtrage 1 Si ai ∈ ActToPrune n’a pas de partie obligatoire dans 〈[δ, δ′[, sumh〉 et sumh +
rai > capa alors ]δ − dai, δ′[ peut eˆtre retire´ de D(sai).
L’algorithme 1 ge´ne`re l’ensemble des e´ve´nements pre´sente´s ci-dessus. L’algorithme 2 re´alise la mise a`
jour des dates de de´but d’activite´.
Algorithme 1: Algorithme de ge´ne´ration des e´ve´nements du Sweep pour Cumulative
Data : Un ensemble d’activite´s A.
Result : Une liste d’e´ve´nements Evt.
List Evt // La liste d’e´ve´nements ge´ne´re´s
foreach ai ∈ A do
if sai 6= sai || cai 6= cai || dai 6= dai || rai 6= rai then
Evt.add(< PRUNING, ai, sai, 0 >) ;
if cai > sai then
Evt.add(< PROFILE, ai, sai, rai >) ;
Evt.add(< PROFILE, ai, cai,−rai >) ;
return Evt
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Algorithme 2: Algorithme de Sweep pour Cumulative
Data : Un ensemble d’activite´s A, une capacite´ capa, une liste d’e´ve´nements Evt.
List ActToPrune ; // La liste des activite´s a` filtrer
int sumh = 0 ;//La hauteur du profil
int δ ; // La date courante
int δ′ ; // La date du prochain e´ve´nement
evt = Evt.first() ; // Extraction du premier e´ve´nement
δ = evt.date ; // Enregistrement de sa date
Evt.sortByDate() ; On ordonne les e´ve´nements par date croissante, pour une date e´gale, on place
d’abord les e´ve´nements PROFILE, puis PRUNING
while evt 6= NULL do
ai = evt.activity ;// L’activite´ correspondant a` l’e´ve´nement courant
δ′ = evt.date ; //La date de l’e´ve´nement courant
if evt.type == PROFILE then
if δ 6= δ′ then
if sumh > capa then
return fail ;
foreach aj ∈ ActToPrune do
if (sumh + raj > capa)&(saj ≥ caj ||((saj < caj)&[saj, caj [
⋂
[δ, δ′[= ∅)) then
D(saj) = D(saj)\]δ − daj , δ′[ ;//Mise a` jour de la date de de´but d’une activite´
n’ayant pas de partie obligatoire dans [δ, δ′[
if caj < δ
′ then
ActToPrune.remove(aj) ;
δ = δ′ ;
sumh+ = evt.increment ;
else if evt.type == PRUNING then
ActToPrune.add(ai) ;
evt = evt.next()
if sumh > capa then
return fail ;
foreach aj ∈ ActToPrune do
if (sumh + raj > capa)&(saj ≥ caj ||((saj < caj)&[saj , caj[
⋂
[δ, δ′[= ∅)) then
D(saj) = D(saj)\]δ − daj , δ′[ ;
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La complexite´ temporelle globale de ces algorithmes (ge´ne´ration + mise a` jour) est O(n2+n× log(n))
ou` n est le nombre d’activite´s. Notons qu’en pratique, cette complexite´ est souvent atteinte car, a` chaque
de´placement de la droite de balayage ∆, l’algorithme parcourt l’ensemble de la liste ActToPrune. Pour
cette raison, un algorithme de balayage plus efficace sera pre´sente´ a` la confe´rence CP’12 [52].
L’exemple 12 illustre le fonctionnement de l’algorithme de Sweep.
Exemple 12 La figure 2.7 repre´sente les e´ve´nements associe´s au proble`me pre´sente´ en figure 2.4, et au
profil cumulatif associe´. Les activite´s a` ordonner ont les caracte´ristiques suivantes :
– activite´ a0 : D(sa0) = [1, 4], D(ca0) = [3, 6], da0 = 2, ra0 = 4 ;
– activite´ a1 : D(sa1) = [1, 2], D(ca1) = [5, 6], da1 = 4, ra1 = 1 ;
– activite´ a2 : D(sa2) = [1, 2], D(ca2) = [3, 4], da2 = 2, ra2 = 2 ;
– activite´ a3 : D(sa3) = [0, 5], D(ca3) = [1, 6], da3 = 1, ra3 = 2 ;
– activite´ a4 : D(sa4) = [1, 3], D(ca4) = [2, 4], da4 = 1, ra4 = 4.
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Figure 2.7 – Le profil cumulatif associe´ au proble`me.
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9 e´ve´nements sont ge´ne´re´s. Ils sont de´finis comme suit :
– evt0, evt1, . . . , evt4 sont des e´ve´nements de dates de de´but au plus toˆt. Les activite´s correspondantes
sont alors ajoute´es dans la liste ActToPrune. Ainsi, apre`s evt0, ActToPrune = {a3}. Apre`s evt4,
ActToPrune = {a0, a1, a2, a3, a4},
– evt5, evt6 sont des e´ve´nements de partie obligatoire. Ils correspondent, respectivement, au de´but des
parties obligatoires cp(a1) et cp(a2). Ils sont associe´s a` une augmentation de la hauteur du profil
cumulatif : cette augmentation est de ra1 = 1 et ra2 = 2,
– evt7, evt8 sont des e´ve´nements de partie obligatoire. Ils correspondent, respectivement, a` la fin des
parties obligatoires cp(a1) et cp(a2). Ils sont associe´s a` une diminution de la hauteur du profil
cumulatif : cette diminution est de ra1 = 1 et ra2 = 2.
Une fois ces e´ve´nements ge´ne´re´s, ils sont “balaye´s”, de manie`re a` filtrer les dates de de´but des activite´s.
La Figure 2.8 illustre les diffe´rentes e´tapes de ce filtrage. Notons que, pour illustrer, nous n’effectuons
qu’un balayage, mais que re´ite´rer ce processus est ne´cessaire dans ce cas si l’on souhaite atteindre un
point fixe (i.e. qu’on ne puisse plus effectuer de filtrage supple´mentaire). L’algorithme de´crit dans [52]
permet d’e´viter partiellement ce proble`me.
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Figure 2.8 – diffe´rentes e´tapes de l’algorithme de balayage.
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Nous de´taillons a` pre´sent les diffe´rentes e´tapes de filtrage associe´es au balayage. Au de´part, sumh = 0.
– a` l’e´tape a)
1. δ est place´ a` la date 0, et δ′ a` la date 0,
2. en 0, il y a un e´ve´nement : evt0 =< PRUNING, a3, 0, 0 >, qui est un e´ve´nement de de´but au
plus toˆt,
3. en conse´quence, ActToPrune = {a3},
4. il n’y a pas d’e´ve´nement de partie obligatoire : sumh = 0,
5. c’est un e´ve´nement de type PRUNING : aucun filtrage n’est effectue´,
– a` l’e´tape b)
1. δ reste en 0, et δ′ est place´ a` la date 1,
2. en 1, il y a quatre e´ve´nements : evt1 =< PRUNING, a0, 1, 0 >, evt2 =< PRUNING, a1, 1, 0 >,
evt3 =< PRUNING, a2, 1, 0 >, evt4 =< PRUNING, a4, 1, 0 > qui sont des e´ve´nements de
de´but au plus toˆt,
3. en conse´quence, ActToPrune = {a0, a1, a2, a3, a4},
4. il n’y a pas d’e´ve´nement de partie obligatoire : sumh = 0,
5. ce sont des e´ve´nements de type PRUNING : aucun filtrage n’est effectue´,
– a` l’e´tape c)
1. δ est place´ a` la date 0, et δ′ a` la date 2,
2. en 2, il y a un e´ve´nement : evt5 =< PROFILE , a1, 2, 1 > qui est un e´ve´nement de partie
obligatoire
3. ActToPrune = {a0, a1, a2, a3, a4} n’est pas modifie´,
4. δ 6= δ′, alors on teste : sumh = 0 ≤ capa, l’algorithme peut donc continuer,
5. aucune activite´ n’a de partie obligatoire dans l’intervalle [0, 2[,
6. sumh + ra0 = 4 ≤ capa, sumh + ra1 = 1 ≤ capa, sumh + ra2 = 2 ≤ capa, sumh + ra3 = 2 ≤
capa, sumh + ra4 = 4 ≤ capa, il n’y a donc pas de filtrage a` effectuer,
7. δ prend la valeur de δ′ : δ = 2, δ′ = 2,
8. sumh est mis a` jour : sumh = sumh + ra1 = 0+ 1 = 1,
– a` l’e´tape d)
1. δ est place´ a` la date 2, et δ′ a` la date 2,
2. en 2, il y a un autre e´ve´nement : evt6 =< PROFILE , a2, 2, 2 > qui est un e´ve´nement de de´but
de partie obligatoire,
3. ActToPrune = {a0, a1, a2, a3, a4} n’est pas modifie´,
4. δ = δ′, aucun filtrage n’est donc effectue´,
5. sumh est mis a` jour : sumh = sumh + ra2 = 1+ 2 = 3,
– a` l’e´tape e)
1. δ est place´ a` la date 2, et δ′ a` la date 3,
2. en 3, il y a un e´ve´nement : evt7 =< PROFILE , a2, 3,−2 > qui est un e´ve´nement de fin de
partie obligatoire,
3. ActToPrune = {a0, a1, a2, a3, a4} n’est pas modifie´,
4. δ 6= δ′, alors on teste : sumh = 3 ≤ capa, l’algorithme peut donc continuer,
2.2. La contrainte cumulative 35
5. a1 et a2 ont une partie obligatoire dans l’intervalle [2, 3[,
6. sumh + ra0 = 7 > capa, sumh + ra3 = 5 ≤ capa, sumh + ra4 = 7 > capa, donc on peut
effectuer un filtrage des variables sa0 et sa4,
7. La re`gle de filtrage 1 implique que l’on peut oˆter de D(sa0) l’intervalle [1, 3[, et de D(sa4)
l’intervalle [2, 3[. Ainsi, apre`s ce filtrage, D(sa0) = [1, 4]\]0, 3[= [3, 4]. De plus, D(sa4) =
[0, 3]\]1, 3[= {0, 1, 3},
8. nous repre´sentons les positions filtre´es de l’activite´ a0, i.e. celles qui me`neraient a` un de´pas-
sement de capacite´,
9. remarquons que, par propagation, les variables de fin ca0 et ca4 seront e´galement filtre´es,
10. δ prend la valeur de δ′ : δ = 3,
11. sumh est mis a` jour : sumh = sumh − ra2 = 3− 2 = 1,
– a` l’e´tape f)
1. δ est place´ a` la date 3, et δ′ a` la date 5,
2. en 5, il y a un e´ve´nement : evt8 =< PROFILE , a1, 5,−1 > qui est un e´ve´nement de fin de
partie obligatoire,
3. δ 6= δ′, alors on teste : sumh = 1 ≤ capa, l’algorithme peut donc continuer,
4. a1 a une partie obligatoire dans l’intervalle [3, 5[,
5. sumh + ra0 = 5 ≤ capa, sumh + ra2 = 3 ≤ capa, sumh + ra3 = 3 ≤ capa, sumh + ra4 = 5 ≤
capa, donc il n’y a pas de filtrage a` effectuer,
6. ca2 ≤ δ
′ et ca4 ≤ δ
′. Les activite´s correspondantes sont donc retire´es de la liste ActToPrune :
ActToPrune = {a0, a1, a3},
7. δ prend la valeur de δ′ : δ = 5,
8. sumh = sumh − ra1 = 1− 1 = 0
9. il n’y a plus d’e´ve´nement,
– a` la fin de l’algorithme
1. sumh = 0 ≤ capa, donc il n’y a pas d’inconsistance de´tecte´e
2. ActToPrune = {a0, a1, a3},
3. sumh + ra0 = 4 ≤ capa, sumh + ra1 = 2 ≤ capa, sumh + ra3 = 2 ≤ capa, donc il n’y a pas
de filtrage a` effectuer.
Nous rappelons que, dans cet exemple, suite a` ce balayage, le point fixe n’a pas e´te´ atteint. En effet,
par exemple, l’activite´ a0 a maintenant une partie obligatoire, elle modifie donc le profil cumulatif. De
nouvelles de´ductions sont alors possibles. De nouveaux e´ve´nements sont ge´ne´re´s, et l’algorithme est relance´
autant de fois que ne´cessaire pour atteindre le point fixe.
2.2.2 Les algorithmes d’Edge Finding
Les algorithmes d’Edge-Finding cherchent des relations de pre´ce´dence induites par les domaines et
l’e´nergie des activite´s. Soit un proble`me cumulatif consistant a` ordonner un ensemble d’activite´s A.
Ces relations de pre´ce´dence sont du type : un ensemble Ω ⊆ A finit avant la fin (ou, syme´triquement,
commence apre`s le de´but) d’une activite´ ai ∈ A.
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Notons que ces algorithmes se basent sur des dure´es et des consommations de ressource fixes pour les
activite´s. Pour des activite´s de dure´es et de consommations variables, nous nous baserons sur leur valeur
minimale. En conse´quence, l’e´nergie des activite´s est e´galement fixe. Nous notons toujours ces quantite´s,
pour une activite´ ai, dai, rai et eai respectivement.
De´finition 22 (Pre´ce´dence) Une activite´ ai ∈ A finit avant la fin d’une activite´ aj ∈ A ssi, dans toutes
les solutions, cai ≤ caj. On e´crit : ai ⋖ aj. Cela peut eˆtre e´tendu a` un ensemble d’activite´s Ω ⊆ A : Ω
finit avant la fin de aj si et seulement si, dans toutes les solutions, c(Ω) ≤ caj. Nous e´crivons Ω⋖ aj.
En se basant sur ces pre´ce´dences, il est possible de filtrer les dates de de´but des activite´s implique´es.
De nombreux algorithmes d’Edge-Finding ont e´te´ de´veloppe´s. Carlier et Pinson [19] introduisent cet
algorithme en ordonnancement disjonctif (les activite´s sont de hauteur 1 et la capacite´ capa est e´gale a`
1). Vil´ım en propose e´galement un dans [89]. Pour des proble`mes disjonctifs a` n activite´s, ces algorithmes
ont une complexite´ en O(n × log(n)).
En ordonnancement cumulatif, Nuijten [59] et Baptiste et al. [4] ont, les premiers, introduit des
algorithmes d’Edge-Finding. Ceux-ci ont une complexite´ en O(n2 × k) et O(n2) respectivement, n e´tant
le nombre d’activite´s du proble`me, et k le nombre de hauteurs diffe´rentes entre toutes les activite´s. Mercier
et Van Hentenryck de´montrent dans [57] que ces approches ne sont pas correctes. Ils proposent, de plus,
un algorithme de filtrage complet, en O(n2 × k).
Nous nous concentrons sur les deux algorithmes d’Edge-Finding les plus re´cents, a` notre connaissance,
dans la litte´rature :
– l’algorithme de Vil´ım [90],
– l’algorithme de Kameugne et al. [43].
2.2.2.1 Algorithme d’Edge Finding de Vil´ım [90]
Vil´ım a propose´ un algorithme d’Edge-Finding de complexite´ O(k × n × log(n)) [90], que nous de´-
taillerons ici. Nous de´taillons les deux phases de cet algorithme :
1. une phase de de´tection des pre´ce´dences entre activite´s,
2. une phase de filtrage des dates de de´but au plus toˆt des activite´s.
Premie`re phase : de´tection des pre´ce´dences Nous donnons d’abord quelques de´finitions indispen-
sables pour comprendre cet algorithme.
Dans un premier temps, nous introduisons la notation Area qui correspond a` l’aire disponible. Cette
notation n’est pas donne´e telle quelle dans les algorithmes de Vil´ım et Kameugne et al. Nous l’introduisons
afin de ge´ne´raliser ces algorithmes au cas de proble`mes avec de´passement de la capacite´ en ressource, dans
le chapitre 5.
De´finition 23 (Aire disponible) Soit un intervalle de temps I = [a, b[, nous notons Area(a, b) la
ressource maximum (aire) disponible, e´gale a` (b − a)× capa.
L’enveloppe e´nerge´tique correspond a` une surestimation maximale de l’aire occupe´e avant la date de
fin au plus tard de l’ensemble d’activite´s.
De´finition 24 (Enveloppe e´nerge´tique) Soit Ω ⊆ A un ensemble d’activite´s. L’enveloppe e´nerge´-
tique de Ω est : Env(Ω) = maxΘ⊆Ω(Area(0, s(Θ)) + e(Θ)).
L’exemple 13 illustre la notion d’enveloppe e´nerge´tique.
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Exemple 13 La Figure 2.9 montre le calcul de l’enveloppe e´nerge´tique de l’ensemble LCut(A, a4) =
{a2, a4}, avec a2 en rouge et a4 en violet, tels que D(sa2) = [1, 2] et D(sa4) = [1, 3]. L’en-
veloppe e´nerge´tique de cet ensemble est une surestimation maximale de l’aire occupe´e avant la fin
au plus toˆt de l’ensemble. Ce maximum est donne´ par la troisie`me figure : Env(LCut(A, a4)) =
maxΘ⊆LCut(A,a4)(Area(0, s(Θ)) + e(Θ)) = 13.
Env(LCut(A, a4)) = max(
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Figure 2.9 – L’enveloppe e´nerge´tique de l’ensemble LCut(A, a4) = {a2, a4}.
De manie`re a` de´tecter les pre´ce´dences, impliquant une activite´ aj ∈ A, nous conside´rons toutes les
activite´s ai ∈ A dont la date de fin au plus tard cai est infe´rieure ou e´gale a` caj .
De´finition 25 (coupe a` gauche) La coupe a` gauche LCut(A, aj) d’un ensemble A d’activite´s, par une
activite´ aj ∈ A est l’ensemble d’activite´s tel que : LCut(A, aj) = {ai ∈ A, cai ≤ caj}.
Soit Ω ⊆ A (dans l’algorithme utilise´, Ω est une coupe a` gauche de A par une activite´), l’enveloppe
e´nerge´tique est utilise´e pour calculer une borne infe´rieure lb(c(Ω)) pour la fin au plus toˆt c(Ω) de Ω. Vil´ım
montre, dans [91], que lb(c(Ω)) =
⌈
Env(Ω)
capa
⌉
.
Intuitivement, l’enveloppe e´nerge´tique Env(Ω) est l’e´nergie totale ne´cessairement consomme´e avant
la fin de l’exe´cution de l’ensemble d’activite´s Ω. Pour une ressource avec une capacite´ limite´e par capa,
cette e´nergie peut eˆtre re´partie sur, au minimum
⌈
Env(Ω)
capa
⌉
points de temps. Ceci donne donc une borne
infe´rieure de la date de fin au plus toˆt de l’ensemble d’activite´s Ω.
Une fois les enveloppes calcule´es, il est possible de de´tecter les pre´ce´dences entre activite´s.
Re`gle de pre´ce´dence 1 Si lb(c(LCut(A, aj)∪{ai})) > caj, alors LCut(A, aj)⋖ai, ce qui est e´quivalent
a` : Si Env(LCut(A, aj) ∪ {ai}) > Area(0, caj), alors LCut(A, aj)⋖ ai.
Intuitivement, cette re`gle correspond au fait que l’e´nergie ne´cessaire a` l’exe´cution de l’ensemble
LCut(A, aj) doit eˆtre re´partie entre 0 et c(LCut(A, aj)), par de´finition. Si l’ajout de ai a` cet ensemble
cre´e trop d’e´nergie pour que l’e´nergie totale soit contenue dans cet intervalle, alors ai doit eˆtre de´cale´e
plus tard, ai e´tant la seule activite´ non contrainte a` rester dans cet intervalle.
38 2. Ordonnancement cumulatif en programmation par contraintes
Notons, par ailleurs, que cette re`gle se concentre sur le cas particulier des coupes a` gauche. Cependant,
sa version originelle ([59, 4]) s’e´crit avec n’importe quel ensemble d’activite´s, de la manie`re suivante.
Re`gle de pre´ce´dence 2 Soient un ensemble Ω ⊆ A et une activite´ ai 6∈ A. Si e(Ω ∪ ai) > Area(s(Ω ∪
ai), c(Ω)), alors Ω⋖ ai.
Vil´ım propose une autre re`gle de de´tection qui retranscrit les re`gles Earliest Finishing Time of First
et Latest Finishing Time of Last propose´es par Caseau et Laburthe [21].
Re`gle de pre´ce´dence 3 Soient un ensemble Ω ⊆ A et une activite´ ai 6∈ A. Si sai + dai ≥ c(Ω), alors
Ω⋖ ai.
Notons que, dans ce cas, Ω ⊆ LCut(A, ai). Intuitivement, sai+ dai ≥ c(Ω) signifie que ne´cessairement ai
finit apre`s la fin de Ω.
Vil´ım introduit une structure d’arbre : le Θ-tree, dans [89], dans le cadre de proble`mes disjonctifs. Ce
sont des arbres binaires qui permettent de calculer la date de fin au plus toˆt d’un ensemble d’activite´s.
Dans [91], il e´tend la de´finition de cet arbre au proble`me cumulatif pour obtenir une complexite´ tempo-
relle pour l’algorithme d’Edge-Finding en O(k × n× log(n)).
Pour de´tecter les pre´ce´dences :
1. il introduit un Θ-tree pour calculer l’enveloppe e´nerge´tique d’un ensemble d’activite´s,
2. il e´tend cet arbre de manie`re a` de´tecter les pre´ce´dences.
Calcul des enveloppes par un Θ-tree Les activite´s d’un ensemble Θ sont organise´es dans un
Θ-tree. Les feuilles de cet arbre sont les activite´s ai ∈ Θ. Celles-ci sont trie´es par dates de de´but au plus
toˆt sai.
Nous notons v un noeud de l’arbre, et Leaves(v) les activite´s correspondant aux feuilles descendantes
de v. En chaque noeud v, les quantite´s suivantes sont maintenues :
– ev = eLeaves(v) est l’e´nergie totale de Leaves(v),
– Envv = Env(Leaves(v)) est l’enveloppe e´nerge´tique de Leaves(v).
En chaque feuille de l’arbre, correspondant a` une activite´ ai, on a :
– ev = eai,
– Envv = Env({ai}).
Pour un noeud v, le noeud fils gauche sera note´ left(v), et le noeud droit right(v). Les noeuds internes
sont ensuite calcule´s en fonction des noeuds fils :
– ev = eleft(v) + eright(v),
– Envv = max(Envleft(v) + eright(v), Envright(v)).
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L’exemple 14 pre´sente un Θ-tree.
Exemple 14 La Figure 2.10 repre´sente le Θ-tree correspondant au proble`me cumulatif que nous avons
introduit sur la Figure 2.2. Les activite´s sont repre´sente´es par les feuilles, trie´es selon leur date de de´but
au plus toˆt. en chaque noeud pe`re l’e´nergie totale et l’enveloppe e´nerge´tique sont calcule´es.
sa3 = 0
ea3 = 2
Env = 2
sa0 = 1
ea0 = 8
Env = 13
sa1 = 1
ea1 = 4
Env = 9
sa2 = 1
ea2 = 4
Env = 9
sa4 = 1
ea4 = 4
Env = 9
e = 10
Env = 13
e = 8
Env = 13
e = 18
Env = 21
e = 22
Env = 25
Figure 2.10 – Le Θ-tree correspondant au proble`me cumulatif introduit sur la Figure 2.2. Les 5 activite´s
de ce proble`me sont repre´sente´es par les feuilles de l’arbre. en chaque noeud, l’e´nergie totale des feuilles
descendantes et l’enveloppe e´nerge´tique sont calcule´es
extension du Θ-tree pour de´tecter les pre´ce´dences De´tecter une pre´ce´dence revient a` trouver
pour chaque activite´ ai ∈ A une activite´ aj ∈ A, avec une date de fin au plus tard caj maximale, telle
que la re`gle de pre´ce´dence 1 puisse de´tecter : LCut(A, aj)⋖ ai.
L’algorithme d’Edge-Finding pre´sente´ par Vil´ım fonctionne de la manie`re suivante :
1. il ite`re sur les activite´s aj dans l’ordre de´croissant des dates de fin au plus tard caj . L’ensemble
Θ repre´sente, pour chaque activite´ aj , la coupe a` gauche LCut(A, aj). Notons qu’au de´but de
l’algorithme, Θ = A, car la coupe a` gauche de A par l’activite´ aj ∈ A qui a la plus grande date de
fin au plus tard est e´gale a` A,
2. pour chaque activite´ aj , il maintient un ensemble Λ ⊆ A\LCut(A, aj), qui contient les activite´s ai
pour lesquelles un ensemble pre´ce´dant ai n’a pas encore e´te´ trouve´,
3. a` chaque pas de l’algorithme il ve´rifie si une activite´ ai ∈ Λ ve´rifie la re`gle de pre´ce´dence 1, ce qui
revient a` ve´rifier la proposition suivante : maxai∈Λ(Env(LCut(A, aj) ∪ {ai})) > Area(0, caj) :
(a) si elle est ve´rifie´e, on cherche l’activite´ ai responsable, c’est a` dire celle qui maximise
Env(LCut(A, aj) ∪ {ai}),
(b) sinon, aj est de´place´e de Θ dans Λ, et l’algorithme est re´ite´re´ avec une autre activite´ aj .
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Dans un premier temps, Vil´ım de´finit la quantite´ Env(Θ,Λ) = maxai∈Λ(Env(LCut(A, aj) ∪ {ai})).
Cette quantite´ correspond a` la condition dans la re`gle de pre´ce´dence 1.
Pour calculer cette quantite´, il propose une structure d’arbre, le Θ−Λ-tree, qui est une extension du
Θ-tree de´fini auparavant. Cette nouvelle structure d’arbre est utile pour ve´rifier la condition e´nonce´e au
point 3. C’est un arbre binaire e´quilibre´, dont les feuilles sont des activite´s ordonne´es par dates de de´but
au plus toˆt croissantes. Un Θ − Λ-tree est ainsi construit pour chaque activite´ aj telle qu’on veut tester
l’existence d’une activite´ telle que LCut(A, aj) la pre´ce`de.
Dans cette extension, chaque noeud v contient des informations semblables au Θ-tree, et des quantite´s
supple´mentaires :
– ev = eLeaves(v)∩Θ,
– eΛv = eLeaves(v)∩Θ +maxai∈Leaves(v)∩Λ(eai),
– Envv = Env(Leaves(v) ∩Θ),
– EnvΛv = Env(Leaves(v) ∩Θ, Leaves(v) ∩ Λ).
En chaque feuille v de l’arbre correspondant a` une activite´ ai ∈ Θ ∪ Λ, on a :
– ev = eai si ai ∈ Θ, ev = 0 si ai ∈ Λ,
– eΛv = −∞ si ai ∈ Θ, eai = 0 si ai ∈ Λ,
– Envv = Env({ai}) si ai ∈ Θ, −∞ si ai ∈ Λ,
– EnvΛv = −∞ si ai ∈ Θ, Env({ai}) si ai ∈ Λ.
Les noeuds internes v sont ensuite calcule´s en fonction des noeuds fils :
– ev = eleft(v) + eright(v),
– eΛv = max(e
Λ
left(v) + eright(v), eleft(v) + e
Λ
right(v)),
– Envv = max(Envleft(v) + eright(v), Envright(v)),
– EnvΛv = max(Env
Λ
left(v) + eright(v), Envleft(v) + e
Λ
right(v), Env
Λ
right(v)).
A la racine, la quantite´ EnvΛv est e´gale a` Env(Θ,Λ). Pour le Θ − Λ-tree correspondant a` l’activite´
aj ∈ A nous pouvons alors identifier la pre´sence ou non d’une pre´ce´dence :
– si, a` la racine, EnvΛv > Area(0, caj), alors il existe une activite´ ai ∈ Λ, telle que LCut(A, aj) ⋖ ai,
on cherche alors l’activite´ ai,
– sinon, aucune pre´ce´dence n’est de´tecte´e.
Pour retrouver l’activite´ “responsable” ai telle que LCut(A, aj) ⋖ ai, nous utilisons les expressions
suivantes :
responsibleeΛ(v) =
{
responsibleeΛ(left(v)) si e
Λ(v) = eΛleft(v) + eright(v)
responsibleeΛ(right(v)) si e
Λ(v) = eΛright(v) + eleft(v)
(2.1)
responsibleEnvΛ(v) =


responsibleEnvΛ(right(v)) si Env
Λ(v) = EnvΛright(v)
responsibleeΛ(right(v)) si Env
Λ(v) = eΛright(v) + Envleft(v)
responsibleEnvΛ(left(v)) si Env
Λ(v) = EnvΛleft(v) + eright(v)
(2.2)
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Nous commenc¸ons la recherche par le noeud racine. Nous cherchons d’abord responsibleEnvΛ(v),
et cherchons en chaque noeud, le noeud responsable pre´ce´dent (selon le cas, responsibleEnvΛ(v), ou
responsibleeΛ(v)). Nous descendons jusqu’a` une feuille qui correspond a` l’activite´ ai recherche´e.
L’exemple 15 illustre une telle recherche.
Exemple 15 La Figure 2.11 pre´sente un Θ − Λ-tree correspondant au proble`me cumulatif introduit sur
la Figure 2.2, avec Θ = LCut(A, a4) = {a2, a4}, et Λ = {a0, a1, a3}. On a, dans le noeud racine,
EnvΛv = Env(Θ,Λ) = 21. Or, Area(0, ca4) = capa × ca4 = 20 < Env(Θ,Λ). On en de´duit donc qu’il
existe une activite´ ai ∈ Λ telle que LCut(A, a4)⋖ ai. Il faut maintenant trouver l’activite´ ai en question,
de manie`re a` de´tecter la relation de pre´ce´dence correspondante. Nous nume´rotons les noeuds sur la Figure
2.11, pour montrer le chemin emprunte´. Nous de´taillons le chemin dans les e´tapes suivantes :
– responsibleEnvΛ(1) = responsibleEnvΛ(2) car Env
Λ(1) = EnvΛ
left(1) + eright(1)
– responsibleEnvΛ(2) = responsibleEnvΛ(4) car Env
Λ(2) = EnvΛ
left(2) + eright(2)
– responsibleEnvΛ(4) = responsibleEnvΛ(7) car Env
Λ(4) = EnvΛ
right(4)
Le noeud 7 e´tant une feuille, responsibleEnvΛ(7) = 7, l’activite´ correspondante est donc l’activite´ a0,
correspondant a` ce noeud.
Ainsi, LCut(A, a4)⋖ a0.
sa3 = 0
e = 0
Env = −∞
eΛ = 2
EnvΛ = 2
6.
sa0 = 1
e = 0
Env = −∞
eΛ = 8
EnvΛ = 13
7.
sa1 = 1
e = 0
Env = −∞
eΛ = 4
EnvΛ = 9
8.
sa2 = 1
e = 4
Env = 9
eΛ = −∞
EnvΛ = −∞
9.
sa4 = 1
e = 4
Env = 9
eΛ = −∞
EnvΛ = −∞
3.
e = 0
Env = −∞
eΛ = 8
EnvΛ = 13
4.
e = 4
Env = 9
eΛ = 8
EnvΛ = 13
5.
e = 4
Env = 9
eΛ = 12
EnvΛ = 17
2.
e = 8
Env = 9
eΛ = 16
EnvΛ = 21
1.
Figure 2.11 – Un Θ − Λ-tree correspondant au proble`me cumulatif introduit sur la Figure 2.2. On a :
Λ = {a0, a1, a3} et Θ = {a2, a4}. Cet arbre permet la de´tection de la relation LCut(A, a4)⋖ a0.
L’algorithme 3 de´crit cette proce´dure de de´tection des pre´ce´dences.
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Algorithme 3: Algorithme de de´tection des pre´ce´dences dans l’Edge-Finding de Vil´ım
Data : Un ensemble d’activite´s A.
Result : Un tableau prec de´crivant des relations de pre´ce´dence entre activite´s.
foreach ai ∈ A do
prec[i] := −∞ ;
Θ := A ;
Λ := ∅;
forall the aj ∈ A trie´es par caj de´croissantes do
while Env(Θ,Λ) > Area(0, caj) do
ai := activite´ de Λ responsable de Env(Θ,Λ) ;
prec[i] := caj ; // ce qui signifie : “LCut(A, aj)⋖ ai”
Λ := Λ\{ai} ;
Θ := Θ\{aj} ; Λ := Λ ∪ {aj} ;
Seconde phase : mise a` jour des bornes infe´rieures des dates de de´but au plus toˆt Dans
cette seconde phase, il s’agit de mettre a` jour la borne infe´rieure du domaine des variables de de´but des
activite´s dont on a identifie´ un ensemble d’activite´s la pre´ce´dant.
Cette mise a` jour utilise la notion de compe´tition : un ensemble Ω est en compe´tition avec une activite´
ai si et seulement si e(Ω) > Area(s(Ω), c(Ω))− rai × (c(Ω)− s(Ω)).
L’ide´e de ce filtrage est la suivante : si un ensemble d’activite´s pre´ce`de une activite´ donne´e ai, alors
l’e´nergie ne´cessaire a` l’exe´cution de cet ensemble d’activite´s doit eˆtre place´e avant la fin de ai. La re`gle
de filtrage compte le nombre de point de temps ne´cessaire pour placer, au plus toˆt, cette e´nergie, et met
a` jour la date de de´but de l’activite´ ai en conse´quence.
Re`gle de filtrage 2 Si Ω⋖ ai et Ω est en compe´tition avec ai, alors
[sai, s(Ω) +
⌈
e(Ω)−Area(s(Ω), c(Ω)) + rai × (c(Ω)− s(Ω))
rai
⌉
[
peut eˆtre retire´ de D(sai).
L’exemple 16 illustre cette re`gle de filtrage.
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Exemple 16 La Figure 2.14 repre´sente un exemple de mise a` jour du de´but au plus toˆt de l’activite´
a0, en jaune, avec les activite´s a2, en rouge, et a4, en violet, telles que D(sa0) = [1, 3], D(ca0) =
[3, 6], D(sa2) = [1, 2], D(ca2) = [3, 4], D(sa4) = [1, 3], D(ca4) = [2, 4]. Comme Env(LCut(A, a4) ∪
a0) = 21 > Area(0, ca4) = 20, une pre´ce´dence est de´tecte´e : {a2, a4} = LCut(A, a4) ⋖ a0. LCut(A, a4)
est en compe´tition avec a0 car e({a2, a4}) = 8 et Area(s({a2, a4}), c({a2, a4})) − ra0 × (c({a2, a4}) −
s({a2, a4})) = 15 − 12 = 3, donc e({a2, a4}) = 8 > Area(s({a2, a4}), c({a2, a4})) − ra0 × (c({a2, a4}) −
s({a2, a4})). sa0 est alors mise a` jour : sa0 = 3
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Figure 2.12 – Un exemple de mise a` jour du de´but au plus toˆt de l’activite´ a0, graˆce a` la relation de
pre´ce´dence {a2, a4} = LCut(A, a4)⋖ a0.
Vil´ım ge´ne´ralise la re`gle de filtrage 2 afin de trouver la meilleure mise a` jour possible pour une activite´
pour laquelle a e´te´ de´tecte´e une pre´ce´dence.
Re`gle de filtrage 3 Soient deux activite´s ai, aj ∈ A telles que LCut(A, aj) ⋖ ai, alors l’intervalle
[sai, update(aj, rai)[ peut eˆtre retire´ de D(sai), avec
update(aj, rai) = max
Ω⊆LCut(A,aj )
e(Ω)>Area(s(Ω),c(Ω))−rai×(c(Ω)−s(Ω))
(s(Ω)+
⌈
e(Ω)−Area(s(Ω), c(Ω)) + rai × (c(Ω)− s(Ω))
rai
⌉
)
Les activite´s sont ensuite ordonne´es selon les fins au plus tard croissantes.
Conside´rons l’ensemble A = {a0, a1, . . . , an−1} des activite´s de´ja` ordonne´ comme tel. Nous conside´-
rons, pour simplifier, que toutes les dates de fin au plus tard sont diffe´rentes (la suite reste vraie dans le
cas contraire). Par de´finition, LCut(A, a0) ( LCut(A, a1) ( . . . ( LCut(A, an−1)
A partir de ce tri, il est possible de calculer incre´mentalement update(aj, r). Il n’est pas ne´cessaire
d’ite´rer pour chaque aj sur tous les sous-ensembles Ω ⊆ LCut(A, aj). Il en effet possible d’utiliser
update(aj−1, r), car tous les sous-ensembles de LCut(A, aj−1) y ont de´ja` e´te´ conside´re´s. Il ne reste donc
qu’a` ite´rer sur les sous-ensembles de LCut(A, aj) qui ne sont pas des sous-ensembles de LCut(A, aj−1).
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Par la suite, nous conside´rons une hauteur d’activite´ r quelconque.
Ce calcul incre´mental se fait de la manie`re suivante :
update(aj, r) =
{
diff(a0, r) si j = 0
max(update(aj−1, r), diff(aj , r)) si j > 1
(2.3)
On a e´galement :
diff(aj, r) = max
Ω⊆LCut(A,aj )
e(Ω)>Area(s(Ω),caj )−r×(caj−s(Ω))
(s(Ω) +
⌈
e(Ω)−Area(s(Ω), caj) + r × (caj − s(Ω))
r
⌉
)
Nous introduisons la notation minest(aj, r).
minest(aj, r) = min(s(Ω)|Ω ⊆ LCut(A, aj)&e(Ω) > Area(s(Ω), caj)− r × (caj − s(Ω))
Vil´ım montre que
diff(aj, r) = max
Ω⊆LCut(A,aj )
s(Ω)≤minest(aj ,r)
(s(Ω) +
⌈
e(Ω)−Area(s(Ω), caj) + r × (caj − s(Ω))
r
⌉
)
qui est e´quivalent a`
diff(aj, r) =
⌈
Env(aj , r)−Area(0, caj) + r × caj
r
⌉
avec :
Env(aj , r) = max
Ω⊆LCut(A,aj )
e(Ω)>Area(s(Ω),caj )−r×(caj−s(Ω))
(Area(0, s(Ω)) + e(Ω))
Chaque sous-ensemble Ω peut eˆtre se´pare´ en deux parties par minest(aj, r) :
update(aj, r) =
{
Ω1 = {aj |aj ∈ Ω&saj ≤ minest(aj, r)}
Ω2 = {aj |aj ∈ Ω&saj > minest(aj, r)}
(2.4)
Nous pouvons e´crire Area(0, s(Ω)) + e(Ω) = Area(0, s(Ω1)) + e(Ω1) + e(Ω2).
Vil´ım applique cette e´galite´ aux coupes a` gauche et de´finit
update(aj, r) =
{
α(aj , r) = {aj|aj ∈ LCut(A, aj)&saj ≤ minest(aj, r)}
β(aj , r) = {aj|aj ∈ LCut(A, aj)&saj > minest(aj, r)}
(2.5)
Ainsi,
Env(aj , r) = max
Ω1⊆α(aj,r)
Ω2⊆β(aj ,r)
(Area(0, s(Ω1)) + e(Ω1) + e(Ω2))
et
Env(aj , r) = Env(α(aj , r)) + e(β(aj , r))
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Pour un ensemble LCut(A, aj) donne´, Env(α(aj , r)) et e(β(aj , r)) peuvent eˆtre calcule´s graˆce a` la
structure de Θ − tree dont un exemple est donne´ sur la Figure 2.10. Pour cela, le Θ-tree de l’ensemble
LCut(A, aj) est se´pare´ en deux θ-trees distincts :
– nous identifions l’ensemble des feuilles correspondant aux activite´s ai ∈ A telles que sai ≤ minest(aj, r),
– a` partir de ces feuilles nous construisons un arbre contenant uniquement leurs noeuds anceˆtres,
– les noeuds ne faisant pas partie de cet arbre forment un autre θ-tree. Les feuilles de ce second arbre
correspondent aux activite´s ai ∈ A telles que sai > minest(aj, r).
Couper cet arbre de cette manie`re, c’est a` dire recalculer ces deux arbres, a une complexite´ O(log(n)).
Nous rappelons que les activite´s repre´sentant les feuilles de cet arbre sont trie´es par dates de de´but
au plus toˆt croissantes. Pour effectuer cette coupe, il faut trouver la dernie`re activite´ ai ∈ A telle que
sai ≤ minest(aj, r).
Pour cela, Vil´ım de´finit une quantite´ Envr, qui est une variante de l’enveloppe e´nerge´tique telle que :
Envr(Ω) = max
Ω∈Θ
(Area(0, s(Ω))− r × s(Ω) + e(Ω))
Cette quantite´ peut eˆtre e´galement calcule´e par un Θ-tree. En effet, c’est une enveloppe e´nerge´tique, a`
ceci pre`s que la capacite´ prise en compte n’est pas la capacite´ du proble`me cumulatif, mais cette capacite´
moins la hauteur rai de l’activite´ ai telle que LCut(A, aj)⋖ ai.
A partir de cet arbre coupe´, les algorithmes 4 et 5 permettent de calculer les quantite´s minest puis
update. Graˆce a` cette dernie`re, la date de de´but au plus toˆt des activite´s de A peut eˆtre mise a` jour.
L’algorithme 5 a une complexite´ globale de k × n× log(n), avec k le nombre de hauteurs diffe´rentes
des activite´s de A.
Algorithme 4: Algorithme de calcul de minest(aj, r).
Data : Un Θ-tree repre´sentant LCut(A, aj).
Result : minest(aj, r).
v = root; // La racine de l’arbre
E := 0;
while v n’est pas une feuille do
if Envr(right(v)) + E > Area(0, caj)− r × caj then
v := right(v);
else
E := E + eright(v);
v := left(v);
al := activite´ repre´sente´e par la feuille v ;
return sal;
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Algorithme 5: Algorithme de calcul de tous les update(aj, r).
Result : l’ensemble des quantite´s update servant a` mettre a` jour les dates de de´but au plus toˆt.
for r ∈ {rai distincts | ai ∈ A} do
Θ := ∅;
upd := −∞;
for aj ∈ A trie´es par caj croissantes do
Θ := Θ ∪ {aj};
minest := minest(aj, r); // Calcule´ dans l’algorithme 4
(α, β) := Cut(Θ,minest);// L’ope´ration de coupe en O(log(n))
Env(aj , r) := e(β) + Env(α);
diff :=
⌈
Env(aj ,r)+Area(0,caj)−r×caj
r
⌉
;
upd := max(upd, diff);
update(aj, r) := upd;
Θ := join(α, β);//jointure entre les deux arbres
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2.2.2.2 Algorithme d’Edge Finding de Kameugne et al. [43]
Re´cemment, Kameugne et al. ont propose´ un autre algorithme d’Edge-Finding qui, s’il a une com-
plexite´ the´orique en O(n2) peut eˆtre plus inte´ressant que la version de Vil´ım pre´sente´e pre´ce´demment. En
effet, les structures de donne´es employe´es sont basiques, au contraire des structures de donne´es e´labore´es
de Vil´ım.
Nous rappelons que nous conside´rons que les dure´es, les hauteurs et l’e´nergie des activite´s sont
constantes. Pour une activite´ ai, nous les noterons, respectivement dai, rai, eai.
De la meˆme fac¸on que pour l’algorithme de Vil´ım, l’ide´e est de de´tecter des relations de pre´ce´dence,
puis, en fonction de celles-ci, de mettre a` jour les dates de de´but au plus toˆt des activite´s ayant des
activite´s les pre´ce´dant. Les re`gles de pre´ce´dence 2 et 3 sont utilise´es pour de´tecter les pre´ce´dences. Nous
verrons, dans l’algorithme 6, comment sont effectue´es ces de´tections.
Dans un premier temps, nous de´finissons les intervalles d’activite´s, introduits par Caseau et Laburthe
[21, 22].
De´finition 26 (intervalle d’activite´s) Soient deux activite´s aL, aU ∈ A. L’intervalle d’activite´s qui lui
est associe´ est l’ensemble ΩL,U = {ai ∈ A|saL ≤ sai ∧ cai ≤ caU}. Il repre´sente l’ensemble des activite´s
ne´cessairement entie`rement comprises entre le de´but au plus toˆt de aL et la fin au plus tard de aU .
Introduire la notion d’intervalle d’activite´s permet de raisonner sur les e´nergies : l’e´nergie d’un inter-
valle d’activite´s ΩL,U est ne´cessairement consomme´e entre saL et caU .
Nous introduisons alors la notion de slack. Le slack correspond a` l’e´nergie maximale que l’on peut ajou-
ter, en plus des activite´s de l’ensemble, entre le de´but au plus toˆt, et la fin au plus tard d’un intervalle
d’activite´s.
De´finition 27 Soit Ω ∈ A un ensemble d’activite´s. Le slack de Ω, que l’on notera SLΩ est e´gal a` :
SLΩ = Area(s(Ω), c(Ω))− e(Ω).
De´finition 28 Soient deux activite´s ai, aU ∈ A. τ(aU , ai), avec s(τ(aU , ai)) ≤ sai, est l’intervalle d’ac-
tivite´s de slack minimum : ∀aL ∈ A, telle que saL ≤ sai et : Area(s(τ(aU , ai)), caU )− e(Ωτ(aU ,ai),aU ) ≤
Area(saL, caU )− e(ΩL,U )
L’algorithme 6 de´tecte les relations Ω ⋖ ai, en ve´rifiant si SLΩ < eai pour tous les ensembles
Ω = Ωτ(aU ,ai),U tels que caU < cai et s(τ(aU , ai)) ≤ sai.
La notion de densite´ est e´galement utilise´e dans cet algorithme. La densite´ correspond au rapport entre
l’e´nergie ne´cessairement consomme´e dans un intervalle, est l’e´nergie disponible (au sens de la De´finition
23) dans cet intervalle.
De´finition 29 Soit un ensemble Θ ⊆ A d’activite´s. La densite´ de cet ensemble estDensΘ =
e(Θ)
Area(s(Θ),c(Θ))
De´finition 30 Soient deux activite´s ai, au ∈ A.ρ(au, ai), avec sai < s(ρ(au, ai)), de´finit l’intervalle
d’activite´s de densite´ maximum : ∀al ∈ A telle que sai < sal,
e(Θal,au )
Area(sal,cau)
≤
e(Θρ(au,ai),au )
Area(s(ρ(au,ai)),cau)
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L’exemple 17 illustre les concepts de slack et de densite´.
Exemple 17 La figure 2.9 montre le calcul du slack et de la densite´ de l’ensemble {a2, a4}, avec a2 en
rouge et a4 en violet, tels que D(sa2) = [1, 2] et D(sa4) = [1, 3]. Le slack de l’ensemble {a2, a4} est l’e´nergie
laisse´e libre apre`s avoir place´ les activite´s a2 et a4 dans l’intervalle [s({a2, a4}), c({a2, a4}) = [1, 4[. Ici,
le slack, en haˆchure´, est donc SL({a2, a4} = 15 − 8 = 7. La densite´ de cet ensemble est le rapport entre
l’e´nergie e({a2, a4}), repre´sente´e en marron, et l’aire disponible dans l’intervalle [s({a2, a4}), c({a2, a4})[=
[1, 4[. Ici, la densite´ est donc Dens({a2, a4}) = 0.53.
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Figure 2.13 – Le slack et la densite´ de l’ensemble {a2, a4}.
Le slack et la densite´ peuvent mener a` une mise a` jour du de´but au plus toˆt d’une activite´ ai ∈ A.
Kameugne et al. montrent les deux points suivants. Soit Θl,u l’intervalle d’activite´s menant a` la mise a`
jour retirant le plus de valeurs dans le domaine de sai :
– si sal ≤ sai, alors Θl,u est l’intervalle de slack minimum,
– sinon, Θl,u est l’intervalle de densite´ maximum.
L’algorithme ne ve´rifie pas, a` l’avance, si sal ≤ sai. Le slack minimum ou la densite´ maximum sont
donc potentiellement deux me´thodes de de´couverte de la meilleure mise a` jour du de´but au plus toˆt de
ai. Intuitivement, la meilleure mise a` jour vient de l’intervalle ou` il y a le moins de place (slack minimum
ou densite´ maximum) pour placer une activite´, au regard des activite´s qui sont ne´cessairement dans cet
intervalle.
En conse´quence, l’algorithme calcule les deux quantite´s, et la mise a` jour de sai se fera en fonction de
la meilleure borne (la plus haute) calcule´e.
Notation 3 Soient un ensemble Θ ⊆ A, et une activite´ ai ∈ A, de hauteur rai. On note :
rest(Θ, rai) =
{
e(Θ)−Area(s(Θ), c(Θ)) + rai × (c(Θ)− s(Θ)) si Θ 6= ∅
0 sinon
(2.6)
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Nous pouvons maintenant e´crire les mises a` jour possible des de´buts d’activite´s au plus toˆt, selon le
slack minimum, ou la densite´ maximum, comme de´fini plus haut.
Proposition 1 (Mise a` jour par le slack minimum) Pour chaque activite´ ai ∈ A, la mise a` jour
potentielle, en conside´rant le slack minimum, est :
SLupd(ai) = max
aU :caU<cai∧rest(Ωτ(aU ,ai),aU ,rai)>0
(
s(τ(aU , ai)) +
⌈
rest(Ωτ(aU ,ai),aU , rai)×
1
rai
⌉)
Proposition 2 (Mise a` jour par la densite´ maximum) Pour chaque activite´ ai ∈ A, la mise a` jour
potentielle, en conside´rant la densite´ maximum, est :
Dupd(ai) = max
aU :caU<cai∧rest(Θρ(aU ,ai),aU ,rai)>0
(
s(ρ(aU , ai)) +
⌈
rest(Θρ(aU ,ai),aU , rai)×
1
rai
⌉)
L’exemple 18 illustre la mise a` jour par le slack minimum.
Exemple 18 La Figure 2.13 repre´sente un exemple de mise a` jour du de´but au plus toˆt de l’activite´
a0, en jaune, avec les activite´s a2 en rouge, et a4 en violet, telles que D(sa0) = [1, 3], D(ca0) = [3, 6],
D(sa2) = [1, 2], D(ca2) = [3, 4], D(sa4) = [1, 3], D(ca4) = [2, 4]. Comme SL{a2,a4} < ea0 = 8, une
pre´ce´dence est de´tecte´e : {a2, a4}⋖ a0. L’intervalle d’activite´s {a2, a4} est l’intervalle d’activite´s de slack
minimum τ(a4, a0) Ce slack est e´gal a` Area(sa2, ca4)−e({a2, a4}) = 15−8 = 7. Soit rest({a2, a4}, ra0) =
e({a2, a4}) − Area(s({a2, a4}), c({a2, a4})) + ra0 × (c({a2, a4}) − s({a2, a4})) = 8 − 15 + 12 = 5. Alors
nous avons SLUpd(a0) = 1 + ⌈(5 ×
1
4 )⌉ = 3 (les variables de de´but et de fin activite´s a2 et a4 ayant les
meˆmes domaines, nous ne faisons pas apparaˆıtre le max de la Proposition 1).
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Figure 2.14 – Un exemple de mise a` jour du de´but au plus toˆt de l’activite´ a0, graˆce a` la relation de
pre´ce´dence e({a2, a4})⋖ a0.
La proce´dure d’Edge-Finding de Kameugne et al. est donne´e ci-apre`s (algorithme 6).
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Algorithme 6: Algorithme d’edge finding quadratique
Data : Un ensemble d’activite´s A.
Result : Une borne infe´rieure lb(ai) est calcule´e pour chaque de´but d’activite´ ai.
foreach ai ∈ A do
lb(ai) := sai, Dupd(ai) := −∞, SLupd(ai) := −∞;
forall the aU ∈ A trie´es par caU croissantes do
Energy := 0, maxEnergy := 0, s(ρ) := −∞;
forall the ai ∈ A trie´es par sai de´croissantes do
if cai ≤ caU then
Energy+ = eai ;
if Energy
caU−sai
> maxEnergy
caU−s(ρ)
then
maxEnergy := Energy, s(ρ) := sai ;
else
rest := maxEnergy −Area(s(ρ), caU ) + rai × (caU − s(ρ)) ;
if rest > 0 then
Dupd(ai) := max(Dupd(ai), s(ρ) + ⌈
rest
rai
⌉) ;
E(ai) := Energy ;
minSL := +∞, s(τ) := caU ;
forall the ai ∈ A classe´es par sai croissantes do
if Area(sai, caU )− E(ai) < minSL then
s(τ) := sai, minSL := Area(s(τ), caU )− E(ai) ;
if cai > caU then
rest′ := rai × (caU − s(τ)) −minSL ;
if s(τ) ≤ caU ∧ rest
′ > 0 then
SLupd(ai) := max(SLupd(ai), s(τ) + ⌈
rest′
rai
⌉) ;
if sai + dai ≥ caU ∨minSL− eai < 0 then
lb(ai) := max(lb(ai), Dupd(ai), SLupd(ai) ;
forall the ai ∈ A do
sai = lb(ai) ;
2.2.3 D’autres algorithmes base´s sur l’e´nergie
Overload checking L’Overload checking permet de de´tecter des inconsistances en calculant l’e´nergie
maximale entre deux points de temps. Si celle-ci est infe´rieure a` l’e´nergie ne´cessairement de´ploye´e par des
activite´s entre ces deux points, alors une inconsistance est de´tecte´e.
La re`gle permettant de la de´tecter est la suivante.
Proposition 3 Soit un proble`me cumulatif de´fini par un ensemble d’activite´s A et une capacite´ capa.
S’il existe un ensemble non vide Ω ⊆ A tel que e(Ω) > Area(s(Ω), c(Ω)), alors, une surcharge (overload)
est de´tecte´e, et le proble`me cumulatif n’admet pas de solution.
Entre le de´but au plus toˆt et la fin au plus tard d’un ensemble d’activite´s, toute l’e´nergie de cet
ensemble doit eˆtre de´ploye´e. Cette re`gle ve´rifie qu’entre ces deux points de temps, il y a suffisamment
d’espace pour l’accueillir. Sinon, le proble`me n’a pas de solution.
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Wolf et Schrader [94] ont propose´ un algorithme d’overload checking en O(n × log(n)), avec n le
nombre d’activite´s du proble`me cumulatif. Il re´utilise la structure de Θ− tree de´crite par Vil´ım pour les
proble`mes disjonctifs [88, 89]. Il teste n intervalles.
Auparavant, Caseau et Laburthe [21, 22] ont introduit la notion d’intervalles d’activite´s et montre´ qu’il
suffisait de ve´rifier n2 intervalles d’activite´s, pour que ce filtrage de´tecte une inconsistance. Ils proposent
e´galement un algorithme de filtrage des dates de de´but d’activite´s en utilisant l’e´nergie calcule´ dans
chaque intervalle d’activite´s.
Vil´ım [88] a montre´, pour des proble`mes disjonctifs, que conside´rer n intervalles e´tait suffisant.
Not First Not Last De nombreux algorithmes de not first not last dans le cas disjonctif existent
dans la litte´rature (voir notamment [81]). Ils sont re´sume´s dans [4, chapitres 2.1.4 et 3.3.5]. Vil´ım [88]
a re´cemment propose´ un algorithme en O(n × log(n)). Schutt et Wolf ont e´tendu cet algorithme au cas
cumulatif, avec une complexite´ O(n3log(n)) [80], puis O(n2log(n)) [79]. La de´tection not first consiste
a` ve´rifier si une taˆche ai donne´e peut eˆtre exe´cute´e avant toutes les activite´s d’un ensemble non-vide
d’activite´s Ω ⊆ A. Si ce n’est pas le cas, alors, cette activite´ doit eˆtre apre`s au moins une activite´ de
Ω. Ceci permet de mettre a` jour le de´but au plus toˆt de l’activite´ ai. Syme´triquement, la de´tection not
last consiste a` ve´rifier si une taˆche ai donne´e peut eˆtre exe´cute´e apre`s toutes les activite´s d’un ensemble
non-vide d’activite´s Ω ⊆ A. Si ce n’est pas le cas, alors, cette activite´ doit eˆtre avant au moins une activite´
de Ω. Ceci permet de mettre a` jour le de´but au plus tard de l’activite´ ai.
Timetable Edge-Finding Vil´ım de´crit, dans [92], un algorithme utilisant a` la fois le raisonnement
d’Edge-Finding, et le raisonnement de time-table (e´voque´ en section 2.2.1) sur les parties obligatoires.
Dans le cadre de cette the`se, bien que nous raisonnions sur les parties obligatoires, nous n’adaptons pas
cet algorithme a` notre cas, mais ce pourrait eˆtre une perspective inte´ressante.
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Les proble`mes sur-contraints
Sommaire
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.2 Explications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.3 Proble`mes d’optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.3.1 Paradigmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.3.2 Re´solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.1 Introduction
De nombreux proble`mes re´els n’admettent aucune solution satisfaisant toutes les contraintes pose´es.
On dit qu’ils sont sur-contraints.
Cette the`se traite de proble`mes d’ordonnancement cumulatifs avec de´passements de capacite´. En un
sens, il s’agit de proble`mes sur-contraints, car le fait que des de´passements de capacite´ soient ne´cessaires
implique qu’il n’existe aucune solution au proble`me cumulatif d’origine, sans de´passements.
Lorsqu’on se trouve confronte´ a` un proble`me sur-contraint, le but est de fournir un compromis accep-
table en pratique.
Pour obtenir ce compromis, on doit conside´rer une relaxation du proble`me : les solutions peuvent violer
certaines des contraintes du proble`me d’origine. On souhaite naturellement limiter autant que possible les
violations de contraintes, afin d’obtenir une solution aussi proche que possible de la solution ide´ale qu’il
est impossible d’atteindre. En outre, certaines re`gles me´tier permettent de faire le tri entre les solutions
acceptables d’un point de vue pratique et celles qui ne le sont pas.
Dans ce contexte, une premie`re re`gle consiste a` distinguer dans un proble`me les contraintes dures,
qu’il faut ne´cessairement satisfaire, des contraintes molles, qui peuvent eˆtre viole´es.
La programmation par contraintes offre diffe´rents cadres pour traiter les proble`mes sur-contraints.
L’utilisation d’explications permet de re´soudre des proble`mes sur-contraints via des re´solutions suc-
cessives de CSP. De`s qu’une inconsistance est de´tecte´e, sa cause est pre´sente´e a` l’utilisateur. Celui-ci peut
alors relaxer le proble`me au fur et a` mesure que les inconsistances sont de´tecte´es. Le but est d’obtenir un
CSP consistant et une solution pre´fe´re´e.
D’autres approches consistent a` re´soudre un proble`me d’optimisation : chaque violation d’une
contrainte molle est mesure´e par un couˆt indiquant l’amplitude de la violation, et un crite`re d’opti-
misation est de´fini sur l’ensemble des couˆts.
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Nous abordons ces diffe´rents cadres dans la section suivante.
3.2 Explications
Le cadre des explications, pour des proble`mes sur-contraints, est introduit dans [42], puis e´tendu dans
[24]. Pour un proble`me de programmation par contraintes donne´, une explication est un sous-ensemble
des contraintes implique´es, qui justifie le re´sultat de la recherche. Les explications sont une trace du
comportement de la propagation, lors de la re´solution du proble`me. L’emploi d’explications permet de
justifier les re´ductions de domaines lors des processus de filtrage et de propagation.
Concre`tement, a` chaque valeur du domaine d’une variable est associe´e une explication, de manie`re a`
ce que, si cette valeur est filtre´e, l’explication correspondante soit enregistre´e.
L’explication du retrait d’une valeur n’est pas unique, et peut eˆtre plus ou moins pre´cise. En effet, une
explication contenant toutes les contraintes du proble`me est toujours vraie : elle contient les contraintes
qui me`nent au retrait de la valeur. En revanche, nous pouvons souvent extraire de cet ensemble un sous-
ensemble de contraintes qui explique lui aussi le retrait d’une valeur. Celui-ci est plus pre´cis car contenant
moins de contraintes. De plus, plusieurs sous-ensembles de contraintes, inde´pendants ou non, peuvent
expliquer le retrait d’une valeur. Ces explications peuvent eˆtre incomparables. De manie`re ge´ne´rale,
obtenir, pour chaque retrait de valeur, l’explication la plus pre´cise, revient souvent a` re´soudre un proble`me
NP-difficile.
Lorsque le domaine d’une variable est vide, et qu’aucune solution n’a e´te´ trouve´e, cela signifie que
le proble`me est sur-contraint. L’usage d’explications permet d’identifier les causes du retrait de toutes
les valeurs de ce domaine. Ainsi, l’utilisateur peut, en connaissance de cause, relaxer le proble`me en
enlevant certaines de ces contraintes. Ceci peut eˆtre automatise´ au cours de la recherche, a` condition que
l’utilisateur ait pre´de´fini des pre´fe´rences entre les contraintes qu’il souhaite voir satisfaites.
Les explications, pour des proble`mes sur-contraints, ont notamment e´te´ utilise´es dans le cadre de pro-
ble`mes d’ordonnancement et d’emplois du temps [27, 28]. Celles-ci ont e´galement re´cemment e´te´ utilise´es
dans le cadre de proble`mes cumulatifs, afin d’expliquer la propagation de la contrainte Cumulative [78].
Le lecteur inte´resse´ pourra se re´fe´rer aux travaux de Cambazard [17], a` l’article de Verfaillie et Jussien
[87], et a` l’habilitation a` diriger des recherches de Jussien [41].
3.3 Proble`mes d’optimisation
Lorsqu’un proble`me est sur-contraint, certaines contraintes molles peuvent eˆtre viole´es dans une so-
lution. Afin d’obtenir des solutions conservant un inte´reˆt pratique malgre´ ces violations de contraintes,
une approche consiste a` transformer le proble`me de satisfaction en un proble`me d’optimisation.
Le principe intuitif est le suivant. Une valeur objectif est associe´e a` chaque solution, que l’on cherche
a` minimiser. Intuitivement, cette valeur indique dans quelle mesure la solution viole les contraintes.
Formellement, il existe de nombreuses manie`res de de´finir un tel proble`me d’optimisation, plus ou
moins expressives. Le cas le plus simple est le proble`me Max-CSP [33, 31].
Dans un Max-CSP, l’objectif consiste a` minimiser le nombre de contraintes viole´es dans un re´seau
de contraintes, sans distinction entre les contraintes dures et les contraintes molles. Il est possible de
repre´senter ce proble`me avec des couˆts binaires (0 ou 1) associe´s a` chaque contrainte. Le couˆt est e´gal a`
1 si et seulement si la contrainte est viole´e, et a` 0 si et seulement si la contrainte est satisfaite. La somme
des couˆts est la fonction objectif a` minimiser. L’exemple 19 pre´sente un proble`me Max-CSP simple.
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Exemple 19 Soit un re´seau de contraintes R = {X ,D, C} tel que :
– X = {x0, x1, x2}
– D = {[1, 3], [1, 3], [1, 3]}
– C = {C0 : x0 > x1, C1 : x1 > x2, C2 : x2 > x0}
La Figure 3.1 repre´sente ce proble`me. Ce proble`me n’a pas de solutions. On conside`re alors une relaxation
du proble`me et l’on cherche a` violer le moins de contraintes possibles (Max-CSP). Une solution optimale
de ce proble`me Max-CSP a un couˆt de 1.
x1 x2
x0
<
>
<
Figure 3.1 – Une solution optimale du Max-CSP : I[X ] = (3, 2, 1). Cette solution a un couˆt de 1 : 1
contrainte est viole´e (la contrainte x2 > x0).
Plusieurs articles de la litte´rature pre´sentent des algorithmes de filtrage spe´cifiquement de´die´s a` ce
proble`me [93, 47, 48, 70]. Max-CSP est un proble`me somme toute assez acade´mique, car il n’est pas
tre`s re´aliste de conside´rer que toutes les contraintes d’un proble`me sont e´quivalentes, et parce que toutes
les affectations violant une contrainte donne´e n’ont pas de raison d’eˆtre conside´re´es comme e´tant toutes
e´quivalentes. Cependant, il existe dans les cas re´els des sous-proble`mes correspondant a` des Max-CSP.
Ces algorithmes ont donc un inte´reˆt certain mais ne sont pas suffisants pour traiter les cas concrets.
Pour accroˆıtre l’expressivite´ du paradigme, une ide´e consiste a` associer un couˆt a` chaque contrainte,
variant sur un spectre de valeurs plus large que {0, 1}. Dans la majorite´ des cas pratiques un couˆt entier
convient bien. En effet, les couˆts de chaque contrainte doivent ensuite eˆtre agre´ge´s dans l’objectif global,
et il est donc pre´fe´rable qu’ils soient comparables entre eux et donc de´finis selon un ordre total.
L’ide´e intuitive de cette approche peut eˆtre illustre´e par un exemple simple : une violation de la
contrainte x < y par les affectations x = 0 et y = 0 est moins importante, d’un point de vue se´mantique,
qu’une violation de la meˆme contrainte obtenue avec les affectations x = 1000 et y = 0. On associera
donc un couˆt plus faible a` la premie`re violation.
Deux cadres d’e´tude principaux ont e´te´ propose´s pour mode´liser et re´soudre les proble`mes de ce type :
– e´tendre la PPC,
– mode´liser les couˆts sous forme de variables.
Nous pre´sentons ces deux cadres ainsi que les techniques de re´solution qui peuvent y eˆtre associe´es.
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3.3.1 Paradigmes
3.3.1.1 Extension de la PPC
Nous pre´sentons les deux paradigmes standard permettant le traitement de proble`mes sur-contraints
comme des proble`mes d’optimisation a` l’aide d’une structure de valuations externe au re´seau de contraintes.
Ces approches e´tendent la PPC et ne´cessitent, sous leur forme originelle, l’utilisation d’outils de
re´solution de´die´s.
Les CSP value´s [75] et les Semi-ring CSP [14] sont deux paradigmes ge´ne´riques aux proprie´te´s essen-
tiellement e´quivalentes [15] 1. Leur principe commun est d’associer a` chaque contrainte C une valuation
de´pendante des valeurs affecte´es aux variables de C. Cette valuation est prise dans un ensemble E or-
donne´. Un crite`re d’optimisation est alors de´fini sur l’ensemble des valuations. Nous de´crivons brie`vement,
ci-dessous, les CSP value´s.
Lorsque plusieurs contraintes sont viole´es, la combinaison des valuations est effectue´e selon une loi de
composition interne ⊕. Etant donne´s E,⊕ et une relation d’ordre ≻, on de´finit :
De´finition 31 : structure de valuation
Une structure de valuation est un triplet (E,≻,⊕) tel que :
– E soit un ensemble totalement ordonne´ par ≻, muni d’un e´le´ment minimum note´ ⊥ et un e´le´ment
maximum note´ ⊤,
– E soit muni d’une loi de composition interne commutative et associative note´e ⊕ qui ve´rifie :
– ∀a, b, c ∈ E tels que a  c on a : (a⊕ b)  (a⊕ c),
– e´le´ment neutre : ∀a ∈ E, a⊕⊥ = a,
– e´le´ment absorbant : ∀a ∈ E, a⊕⊤ = ⊤.
De´finition 32 : CSP value´
Un CSP value´ V CSP = {X , D, C, S, ϕ} est de´fini par :
– un re´seau de contraintes R = {X , D, C},
– une structure de valuation S = (E,≻,⊕),
– une application ϕ de C dans E associant une valuation a` chaque contrainte.
Dans la litte´rature, d’autres paradigmes ont e´te´ de´finis. Ils correspondent a` des cas particuliers de
CSP value´s. Nous pouvons notamment citer les CSP ponde´re´s [33], les CSP possibilistes [73] , les CSP
lexicographiques [30] et les CSP flous [25].
Le tableau ci-apre`s [62] donne les parame`tres correspondant a` chaque classe de proble`me :
Classe e ∈ E ⊕ ⊥ ⊤ ≻
CSP ponde´re´s [0, n] + 0 ∞ >
CSP possibilistes [0, 1] max 0 1 >
CSP flous [0, 1] min 1 0 <
CSP lexicographiques [0, 1]∗ ∪ ⊤ ∪ ∅ ⊤ lexicographique
Concernant les CSP lexicographiques, [0, 1]∗ de´signe l’ensemble des multi-ensembles (c’est a` dire des
ensembles ou` l’on peut avoir plusieurs occurences des e´le´ments) de nombres entre 0 et 1. Il est comple´te´
d’un e´le´ment spe´cifique ⊤ ; ∪ est l’union multi-ensembliste e´tendue pour traiter ⊤ comme un e´le´ment
absorbant.
1. Contrairement aux CSP value´s, les CSP Semi-Ring permettent la manipulation de couˆts de violations qui ne de´finissent
pas un ordre total, i.e., certains d’entre eux peuvent eˆtre incomparables.
3.3. Proble`mes d’optimisation 57
Pour conclure ce paragraphe, il convient de noter qu’a` l’origine l’ensemble de ces paradigmes conside´-
raient exclusivement des contraintes binaires, bien qu’il n’existe pas de restriction majeure a` conside´rer
des contraintes d’arite´ supe´rieure.
3.3.1.2 Mode´lisation des violations par des variables
Petit et al. [67, 62] ont de´montre´ que l’ensemble des paradigmes pre´ce´demment de´crits pouvaient eˆtre
adapte´s au cadre standard de la PPC, sans augmentation de la complexite´ spatiale.
Soit R = {X ,D, C} un re´seau de contraintes. Nous avons vu que l’on pouvait de´finir un ensemble de
contraintes dures Cd ⊆ C et un ensemble de contraintes molles Cm ⊆ C. Petit et al. proposent d’associer, a`
chaque contrainte molle Cmi ∈ Cm, une variable de couˆt costi, telle que si Cmi est satisfaite alors costi = 0,
sinon costi > 0. Pour exprimer une telle conditionnelle il convient de remplacer chaque contrainte molle
Cmi ∈ Cm par une contrainte exprimant la disjonction suivante.
(Cmi ∧ costi = 0) ∨ (¬Cmi ∧ costi > 0)
Afin de repre´senter aussi efficacement que possible une telle disjonction, Petit et al. ont propose´ le cadre
ge´ne´rique des “soft global constraints” [68]. L’ide´e d’utiliser une contrainte globale de´die´e aux proble`mes
sur-contraints avait e´te´ introduite avant ces travaux, par Baptiste et al. [3], dans le cadre spe´cifique d’un
proble`me d’ordonnancement disjonctif sur-contraint. La contrainte pre´sente´e dans cet article mode´lise un
proble`me entier et n’a a priori pas vocation a eˆtre associe´e a` d’autres contraintes.
Dans l’approche propose´e par Petit et al., une telle contrainte globale repre´sente directement la dis-
jonction (Cmi ∧ costi = 0) ∨ (¬Cmi ∧ costi > 0). Elle peut eˆtre munie d’un algorithme de filtrage efficace,
qui exploite sa se´mantique [68, 85, 58, 39], ou encore d’algorithmes ge´ne´riques [51].
Un avantage de ce mode`le est le suivant : de´finir des couˆts de violation sous forme de variables permet
d’exprimer directement de nombreuses contraintes me´tier propres a` chaque proble`me. Autrement dit,
on peut ajouter au mode`le des contraintes impliquant des variables de couˆt pour exprimer des crite`res
d’acceptation des solutions plus fins qu’une simple fonction objectif [67] ; par exemple des contraintes
non line´aires garantissant une re´partition aussi uniforme que possible des violations. Ces aspects seront
largement discute´s dans la suite de ce manuscrit, dans le cadre de l’ordonnancement cumulatif.
Les valeurs de couˆt des instanciations valides des variables d’une contrainte sont intrinse`quement lie´es
a` la se´mantique de la “soft global constraint”. Aussi, des couˆts ge´ne´riques ont e´te´ de´finis pour ce type de
contraintes. Nous en donnons un exemple.
De´finition 33 (couˆt base´ sur la distance de Hamming [68]) Soit une contrainte C portant sur un
ensemble de variables X , et I[X ] une instanciation de X . Le couˆt de violation de C peut eˆtre de´fini comme
le nombre de variables de X dont la valeur affecte´e dans I[X ] devrait changer pour satisfaire C.
On peut remarquer qu’avec une telle de´finition l’expressivite´ des mode`les n’est pas toujours parfaite.
Par exemple, conside´rons la contrainte softAllDifferent qui enrichit une contrainte allDif-
ferent (c.f. De´finition 10). Supposons qu’on la de´finit sur un ensemble de quatre variables X =
{x0, x1, x2, x3} et une variable de couˆt que l’on nomme ici cost . Avec la de´finition 33, les instantia-
tions I1[X ] = (0, 0, 1, 1) et I2[X ] = (0, 1, 1, 1) correspondent a` la meˆme valeur de couˆt obj = 2. Or si l’on
conside`re le nombre d’ine´galite´s binaires viole´es, la premie`re instanciation semble plus proche d’un e´tat
de satisfaction que la deuxie`me : deux ine´galite´s viole´es au lieu de trois.
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La question de la de´finition du couˆt de violation d’une contrainte est fondamentale pour les proble`mes
sur-contraints mais aussi en constraint based local search [82], par exemple. Elle demeure encore assez
ouverte, bien que l’on trouve dans la litte´rature plusieurs articles proposant des de´finitions ge´ne´riques [68,
10, 85]. Ce sujet n’e´tant pas fondamentalement traite´ dans cette the`se, nous ne le de´taillons pas davantage.
3.3.2 Re´solution
Dans cette the`se, nous utiliserons des algorithmes de re´solution de´die´s aux proble`mes d’ordonnance-
ment cumulatifs. Ces algorithmes sont dits de´die´s car ils sont spe´cifiques a` cette famille de proble`me, par
opposition aux me´thodes de re´solution dites ge´ne´riques.
Notre choix est essentiellement motive´ par l’e´tat de l’art conse´quent sur les algorithmes de re´solution
de proble`mes d’ordonnancement, base´s sur une prise en compte globale du proble`me. Cette famille de
techniques de re´solution nous a semble´ plus prometteuse que les me´thodes ge´ne´riques.
De plus, nous avons constate´ qu’en pratique des contraintes me´tier doivent eˆtre respecte´es sur les
de´passements, de fac¸on comple´mentaire au crite`re d’optimisation. Dans ce contexte, nous avons mode´lise´
les couˆts par des variables, ce qui, nous allons le voir, n’est pas imme´diatement compatible avec l’ensemble
des me´thodes ge´ne´riques.
Il est ne´anmoins inte´ressant de donner un aperc¸u des me´thodes ge´ne´riques, dans le cadre des para-
digmes de mode´lisation de proble`mes sur-contraints sous la forme de proble`mes d’optimisation pre´ce´dem-
ment de´crits dans ce chapitre.
Ces techniques suivent un sche´ma de type Branch and Bound (cf. Chapitre 1). Pour de´crire leurs
principes ge´ne´raux, nous faisons abstraction du contexte. Nous conside´rons que certaines affectations de
valeurs aux variables engendrent des couˆts de violation, et qu’un objectif, note´ obj, consiste a` minimiser
la somme de ces couˆts, sans nous soucier davantage de la se´mantique associe´e a` ces valeurs de couˆt.
Une technique de type Branch and Bound effectue des re´solutions successives de CSP, en ajoutant a`
chaque e´tape une contrainte obj < UB, ou` UB est une valeur maximale pour l’objectif, correspondant a`
la meilleure solution trouve´e pre´ce´demment. UB diminue au fur et a` mesure de la recherche, jusqu’a` ce
que le proble`me n’ait plus de solution ame´liorante.
Afin de re´duire la taille de l’arbre de recherche, il est alors ne´cessaire de calculer a` chaque noeud
une borne infe´rieure LB de l’objectif, permettant d’e´viter de poursuivre la branche courante si l’on sait
qu’elle n’ame`nera pas a` une ame´lioration de la valeur courante de UB. Ide´alement, cette borne infe´rieure
est calcule´e en prenant en compte l’ensemble des variables du proble`me, et non pas uniquement celles qui
sont de´ja` instancie´es. Une telle borne infe´rieure LB peut eˆtre e´galement facilement inte´gre´e au processus
de filtrage, via des me´canismes de regret qui de´pendent de la technique employe´e pour la calculer.
Notons que le calcul d’une bonne borne infe´rieure est un point cle´ pour re´soudre efficacement des
proble`mes d’optimisation.
Projection Le principe de base des me´thodes ge´ne´riques consiste a` e´valuer pour chaque valeur v du
domaineD(x) d’une variable x le couˆt minimum induit par l’affectation de v a` x, que l’on notera cost(x, v).
Ce couˆt est calcule´ en sommant sur l’ensemble des contraintes impliquant la variable x la valeur minimale
du couˆt dans le cas ou` x prend la valeur v.
Pour chaque contrainte, l’obtention de cette valeur minimale est appele´e une projection sur la valeur.
La borne infe´rieure de l’objectif LB peut alors eˆtre calcule´e en agre´geant ces compteurs cost(x, v) de
l’ensemble des variables du proble`me : si toutes les valeurs de D(x) engendrent un couˆt non nul, alors on
peut de´duire un couˆt de violation ne´cessairement induit par l’affectation de x :
cost(x) = min
v∈D(x)
cost(x, v)
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Sachant que chaque variable apparaˆıt en ge´ne´ral dans plusieurs contraintes et qu’il ne faut pas compter
plusieurs fois le couˆt d’une meˆme contrainte dans LB (on ferait alors une surestimation de la borne),
chaque contrainte n’est prise en compte que pour un unique compteur cost(x). Dans le cas de contraintes
binaires, cela correspond a` un graphe oriente´ des contraintes [47, 48] : dans le calcul de LB, une contrainte
C(x, y) existe pour une variable x si et seulement si x est l’origine de l’arc (x, y) dans le graphe. Elle
est ignore´e dans le cas contraire. Dans le cas de contraintes d’arite´s quelconques, cela correspond a` une
partition des contraintes issue des variables [70, 62]. Chaque contrainte C appartient alors a` exactement
une classe de la partition, celle de la variable x pour laquelle C sera prise en compte. Elle sera ignore´e
par toutes les autres variables.
Ce principe a e´te´ introduit dans le cadre du proble`me Max-CSP [31, 33] sur des contraintes binaires.
Dans un Max-CSP le but est de minimiser le nombre de violations, ce qui revient a` conside´rer exclusi-
vement des couˆts de violation binaires : 0 s’il n’y a pas de violation, 1 dans le cas contraire. Le principe
reste valable dans le cas de couˆts entiers. Le lecteur inte´resse´ peut se re´fe´rer aux articles qui de´crivent
de fac¸on pre´cise les algorithmes, dans le cas de re´seaux de contraintes binaires [93, 47, 48] et dans le cas
ge´ne´ral [70, 62].
L’ensemble de ces techniques peuvent eˆtre utilise´es pour filtrer les domaines. Nous n’entrerons pas
dans les de´tails car nous n’avons pas utilise´ ces techniques. Le principe est d’inte´grer la borne infe´rieure
du proble`me LB lorsqu’on e´tudie la viabilite´ d’une valeur v ∈ D(x) relativement a` la variable objectif.
Elles peuvent eˆtre applique´es aussi bien au cadre des CSP value´s qu’au paradigme consistant a` repre´senter
les couˆts de violation par des variables, avec des complexite´s temporelles et spatiales identiques quel que
soit le paradigme utilise´ [62].
Extension et transfert de couˆts Schiex [74] a propose´ une ame´lioration de ces techniques, qui outre
le principe de projection que nous venons de de´crire, exploite un me´canisme d’extension, dans le but
d’obtenir des bornes infe´rieures de meilleure qualite´. Ce principe a e´te´ e´tendu dans de nombreux travaux
(e.g., [23, 49, 71, 50, 51]). Il constitue le standard actuel concernant les me´thodes ge´ne´riques de re´solution
de CSP value´s.
Nous privile´gions ici une description intuitive de cette classe d’algorithmes, en nous appuyant sur
un exemple de CSP value´ montrant le filtrage de valeurs issu d’ope´rations de projection et d’extension.
L’exemple 20 est tire´ de l’article de Larrosa et Schiex [49].
Exemple 20 Soient deux variables x et y pouvant chacune prendre une valeur dans D(x) = D(y) =
{a, b, c}. La Figure 3.2 pre´sente quatre CSP value´s e´quivalents, constitue´s chacun d’une contrainte binaire.
Des couˆts unaires sont repre´sente´s par des entiers pour chaque couple variable-valeur. Ils correspondent
a` des couˆts obtenus suite a` des ope´rations de projection et d’extension pre´ce´dentes (nous conside´rons ici
que les domaines pouvaient contenir initialement davantage de valeurs).
De plus, les areˆtes entre chaque couple de valeurs indiquent le couˆt de violation (couˆt binaire) de la
contrainte si ses variables sont instancie´es avec cette paire de valeurs. Les couˆts binaires e´gaux a` 0 sont
omis. Le minimum de couˆt est e´gal a` 0. Nous conside´rons ici que UB = 3, c’est a` dire que l’on ne peut
pas avoir un couˆt global supe´rieur ou e´gal a` 3. Le couˆt global d’une instanciation est la somme des couˆts
implique´s (unaires et binaire).
Par exemple, l’instanciation comple`te (a,b) dans la figure a. a un couˆt global de 3 : le couˆt binaire
pour (a,b), ajoute´ au couˆt unaire pour I[y] = b. Cette instanciation est donc interdite.
Nous montrons de quelle manie`re nous passons d’un CSP au suivant :
– en a. l’instanciation I[x] = c a un couˆt unaire de 3. Elle est interdite. Nous retirons donc cette
valeur du domaine de x : elle est inconsistante. Nous obtenons alors le CSP b,
– en b. l’instanciation I[y] = c a un couˆt unaire de 2. Nous remarquons e´galement que, quelque soit
la valeur donne´e a` la variable x, le couˆt binaire d’une instanciation comple`te avec I[y] = c est au
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Figure 3.2 – Des CSP ponde´re´s e´quivalents.
minimum de 1. Nous re´alisons alors une ope´ration de projection de 1 vers la valeur c. pour y. Son
couˆt unaire est alors de 3, le couˆt binaire associe´ au tuple (a, c) passe alors a` 1− 1 = 0, et il est de
2− 1 = 1 pour (b, c). Nous obtenons le CSP c
– en c. l’instanciation I[y] = c a un couˆt unaire de 3. Elle est donc interdite. Nous retirons cette
valeur du domaine de y. De plus, par projection, le couˆt unaire de I[x] = a passe a` 1, le couˆt binaire
de (a, a) est alors de 1− 1 = 0, celui de (a, b) est de 2− 1 = 1. Nous obtenons le CSP d.
Par des ope´rations d’extension, nous pourrions e´galement obtenir d’autres CSP e´quivalents.
Le CSP d. montre que le couˆt global est au minimum de 2. En effet, toute instanciation de x a un couˆt
unaire de 1 et toute instanciation de y a un couˆt unaire d’au moins 1. Ces couˆts peuvent eˆtre additionne´s
pour donner la borne infe´rieure LB de l’objectif global.
Discussion Les enchaˆınements d’ope´rations de projection et d’extension peuvent entraˆıner des varia-
tions non monotones des couˆts associe´s aux tuples des contraintes. Cette proprie´te´ rend les me´thodes
de´pendantes du paradigme : il n’est pas possible de repre´senter directement les couˆts de violation des
contraintes par des variables, munies d’un domaine classique, qui se re´duit au fur et a` mesure de la
recherche d’une solution.
Une conse´quence est qu’il n’est alors pas aise´ de poser des contraintes annexes sur les couˆts de vio-
lation, par exemple pour re´partir les valeurs de couˆt non nulles de manie`re homoge`ne dans le re´seau
de contraintes. Une ide´e pour contourner le proble`me peut eˆtre d’encapsuler cette technique dans une
contrainte globale prenant en compte toutes les variables du proble`me, qui maintient en interne sa propre
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repre´sentation des couˆts de violation. Meˆme dans ce cas, le lien avec les variables du proble`me repre´sentant
les couˆts de violation, indispensables pour poser les contraintes annexes, demeure a` notre connaissance
une proble´matique non triviale.
En outre, ces techniques sont base´es sur la proprie´te´ suivante : pour pouvoir re´aliser une ope´ration
d’extension, il est ne´cessaire d’avoir dans le proble`me au moins une valeur ayant un couˆt unaire non
nul. Plus ge´ne´ralement, pour obtenir une bonne borne infe´rieure de l’objectif et un filtrage efficace, il
convient d’avoir un nombre conse´quent de couˆts unaires non nuls. Si nous faisons le paralle`le avec un
proble`me cumulatif ou` la contrainte de capacite´ ne peut pas eˆtre respecte´e, cela signifie qu’a` un certain
stade de la recherche il existe plusieurs activite´s non fixe´es qui, prises chacune de fac¸on isole´e, engendrent
obligatoirement un de´passement pour certaines valeurs du domaine de la variable repre´sentant leur date
de de´but. Cette proprie´te´ n’est pas ne´cessairement ve´rifie´e, ce qui justifie l’inte´reˆt d’autres types de
raisonnements, comme par exemple celui consistant a` e´valuer globalement la surface requise par un
ensemble d’activite´s non fixe´es (raisonnement e´nerge´tique).
Russian Doll Search Une autre technique de re´solution ge´ne´rique, base´e sur un principe de program-
mation dynamique, a e´te´ propose´e par Verfaillie et al [86].
L’ide´e est de re´soudre successivement un proble`me a` deux variables, puis trois, puis quatre, etc., selon
un ordre statique fixe´, jusqu’a` re´soudre le proble`me tout entier. Les contraintes prises en compte dans
chaque sous-proble`me sont celles qui n’impliquent que des variables pre´sentes dans ce sous-proble`me. Au
niveau de la re´solution d’un sous-proble`me a` k variables, les valeurs de l’objectif obj des k − 2 sous-
proble`mes plus petits sont utilise´s comme des bornes infe´rieures LB de l’objectif courant.
Par exemple, si k = 10 et que dans l’arbre de recherche courant 3 variables ont e´te´ instancie´es, alors
on utilise la valeur de l’objectif dans la solution du sous-proble`me pre´ce´dent a` 7 variables comme borne
infe´rieure LB.

Deuxie`me partie
Contributions
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Chapitre 4
Proble`mes d’ordonnancement
cumulatif sur-contraint
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4.1 Introduction
Dans un proble`me cumulatif classique, l’objectif est de minimiser l’horizon de temps, c’est a` dire la date
de fin d’activite´ maximale dans l’ordonnancement, tandis qu’en chaque point de temps la consommation
de ressource cumule´e ne doit pas de´passer une limite de ressource disponible, la capacite´.
Cependant, de nombreux cahiers des charges industriels imposent que leurs activite´s soient effectue´es
dans une feneˆtre de temps de taille borne´e. L’horizon de temps est fixe´ et ne peut eˆtre retarde´.
Exemple 21 Nous conside´rons une usine fonctionnant 5 jours par semaine. Dans ce proble`me, la res-
source conside´re´e est l’e´quipe d’employe´s. Les commandes arrivent le lundi matin et doivent eˆtre honore´es
avant le vendredi soir. Tous les employe´s n’ont pas le meˆme re´gime horaire, ainsi le nombre d’employe´s
disponibles peut varier selon les pe´riodes de la semaine. Dans le cas ou` le carnet de commandes est trop
important par rapport a` la capacite´ de production obtenue avec l’e´quipe d’employe´s pre´sente, certains em-
ploye´s peuvent absorber la surcharge en effectuant des heures supple´mentaires, ou encore des inte´rimaires
peuvent ponctuellement renforcer l’e´quipe. Ces de´passements de capacite´ ayant un couˆt, l’entreprise a
inte´reˆt a` en limiter la quantite´. Le proble`me consiste alors a` de´terminer un ordonnancement des activite´s
a` re´aliser dans la semaine qui minimise la surcharge.
Comme l’illustre l’exemple 21, pour obtenir une solution des de´passements peuvent eˆtre tole´re´s, jusqu’a`
une certaine limite. Dans de nombreux proble`mes la feneˆtre de temps doit eˆtre partitionne´e : la capacite´
n’est pas la meˆme pour diffe´rents intervalles de la partition. On appelle chaque classe de la partition un
intervalle utilisateur.
La Figure 4.1 repre´sente une telle situation.
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Figure 4.1 – Solution d’un proble`me cumulatif avec un horizon de temps fixe´ (m = 8) et 3 intervalles
utilisateur de capacite´s locales respectives 2, 3 et 2. Chaque activite´ ne´cessite un certain nombre d’unite´s
de ressource pour s’exe´cuter. La premie`re commence en t = 0 et finit en t = 2, la deuxie`me commence en
t = 2 et finit en t = 6, la troisie`me commence en t = 3 et finit en t = 5, la quatrie`me commence en t = 6
et finit en t = 7, la cinquie`me commence en t = 7 et finit en t = 8. Il y a deux de´passements de capacite´ :
un dans le second intervalle utilisateur, un dans le troisie`me.
En outre, dans de nombreuses applications, des re`gles ope´rationnelles garantissant la faisabilite´ pra-
tique doivent eˆtre satisfaites. Nous de´veloppons certains cas courants dans ce chapitre.
4.2 Mode´lisation : E´tat de l’art
On trouve dans la litte´rature des travaux portant sur des proble`mes d’ordonnancement sur-contraints
de nature diffe´rente du proble`me cumulatif. Baptiste et al. [3] ont introduit un proble`me d’ordonnancement
sur-contraint disjonctif, ou` l’on cherche a` minimiser le nombre d’activite´s en retard. Benoist et al. [11] ont
propose´ une e´tude de cas sur un proble`me d’ordonnancement sur-contraint de grande taille. Ils ont
e´galement propose´ une me´thode de re´solution a` base d’explications.
Concernant les proble`mes cumulatifs, Petit et Poder introduisent dans [65] les contraintes SoftCumu-
lativePoint 1 et SoftCumulativeSum, qui peuvent mode´liser des proble`mes cumulatifs sur-contraints.
Nous de´finissons ces contraintes, puis les illustrons dans l’exemple 22
De´finition 34 (SoftCumulativePoint [65]) Soit un ensemble d’activite´s A. Ces activite´s sont ordon-
nance´es entre le point de temps 0 et l’horizon de temps m. Chacune consomme une quantite´ de ressource
positive. La contrainte SoftCumulativePoint augmente la contrainte Cumulative avec une seconde li-
mite de capacite´ ideal capa ≤ capa, et pour chaque point de temps t < m, une variable entie`re costt.
SoftCumulative impose :
– C1 : pour chaque activite´ ai ∈ A, sai + dai = cai,
– C2 : a` chaque point de temps t, la hauteur du profil est telle que ht ≤ capa,
– C3 : pour chaque point de temps t, costt = max(0, ht − ideal capa).
De´finition 35 (SoftCumulativeSum [65]) Soit un ensemble d’activite´s A. Ces activite´s sont ordonnan-
ce´es entre le point de temps 0 et l’horizon de temps m. Chacune consomme une quantite´ de ressource
positive. La contrainte SoftCumulativeSum augmente la contrainte Cumulative avec une seconde limite
1. Dans [65], elle est nomme´e SoftCumulative. Pour e´viter toute confusion avec la suite nous la renommons Soft-
CumulativePoint
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de capacite´ ideal capa ≤ capa, pour chaque point de temps t < m, une variable entie`re costt, et une
variable entie`re obj dite “d’objectif”. SoftCumulativeSum impose :
– C1, C2 et C3 (voir la De´finition 34),
– C4 : obj =
∑
t∈{0,...,m−1} costt.
Exemple 22 La Figure 4.2 pre´sente un proble`me cumulatif a` 5 activite´s, avec horizon de temps fixe´,
mode´lise´ par la contrainte SoftCumulativePoint. Aux points de temps 3, 4 et 7, la capacite´ ideal capa
est de´passe´e de 2, 2 et 1 respectivement. Les variables de couˆt cost3, cost4, et cost7 mode´lisent ces
de´passements. Ici, cost3 = 2, cost4 = 2 et cost7 = 1. Dans le cas de la contrainte SoftCumulativeSum,
on a, en plus, obj = 5.
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Figure 4.2 – Un proble`me cumulatif avec un horizon de temps fixe´ (m = 8). Deux capacite´s sont de´fi-
nies : ideal capa et capa. Cet ordonnancement respecte la contrainte SoftCumulativePoint [65]. Les
variables de couˆts correspondant a` chaque point de temps sont indique´s. Ils correspondent au de´passement
au dessus de la capacite´ ide´ale ideal capa. Dans le cas de la contrainte SoftCumulativeSum [65], on a
e´galement une variable objectif, telle que obj =
∑
t∈{0,...,7} costt = 5.
Ces deux contraintes ont e´te´ introduites dans le but d’illustrer un article sur les proble`mes sur-
contraints. Cette e´tude montre la ne´cessite´ de propager les violations lorsque des contraintes annexes
de´finissent les solutions. Ces travaux ont e´te´ mene´s dans un cadre de “benchmarking”. Ils ont un inte´reˆt
pratique mode´re´ car, notamment, les intervalles ont tous la meˆme taille (re´duite a` un point de temps
dans les de´finitions originelles, bien que l’article de Petit et Poder propose une extension a` des intervalles
de taille quelconque), une unique capacite´ initiale ideal capa est conside´re´e sur toute la feneˆtre de temps,
et la de´finition permettant de quantifier des de´passements de capacite´ est unique. Dans l’exemple 21, le
nombre d’employe´s disponible varie d’un intervalle utilisateur a` un autre. La longueur de chaque intervalle
peut elle aussi varier. Par exemple, si on conside`re des demi-journe´es alors le matin et l’apre`s midi ne
comportent pas ne´cessairement le meˆme nombre d’heures.
De´finir une nouvelle contrainte, plus flexible et mieux adapte´e aux cas concrets, s’est donc ave´re´
ne´cessaire.
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4.3 Mode´lisation : une nouvelle contrainte SoftCumulative
Dans le but de mode´liser des instances concre`tes de proble`mes, nous introduisons une nouvelle
contrainte, SoftCumulative, qui e´tend le travail de Petit et Poder [65]. Nous conside´rons des proble`mes
cumulatifs sur-contraints ou` diffe´rentes capacite´s locales sont de´finies pour des intervalles de temps dis-
joints. A chaque intervalle est associe´e une variable de couˆt repre´sentant un de´passement (e´ventuel) de
la capacite´.
En outre, plusieurs mesures de violation peuvent eˆtre utilise´es pour quantifier ces de´passements de
capacite´ locales.
Pour rendre des solutions d’un meˆme proble`me comparables entre elles, nous introduisons une variable
d’objectif qui agre`ge les variables de couˆt. Celle-ci permettra de quantifier la qualite´ d’une solution. La
valeur de cet objectif global peut eˆtre calcule´e de diffe´rentes manie`res, que nous pre´sentons plus loin.
Enfin, des contraintes me´tier peuvent eˆtre pose´es sur les variables de couˆt, comme par exemple une
contrainte visant a` e´quilibrer les de´passements sur l’ensemble des intervalles, c’est a` dire a` e´viter qu’ils
ne surviennent tous sur un petit sous-ensemble d’intervalles.
4.3.1 De´finition de la contrainte SoftCumulative
Nous utilisons les notations introduites dans le chapitre 2 pour de´finir la contrainte SoftCumulative.
De´finition 36 (SoftCumulative) Soit une ressource avec une capacite´ limite´e par capa et un ensemble
A de n activite´s telles que c(A) ≤ m. Nous de´finissons :
– une partition P = {p0, . . . , pp−1} de [0,m[ en p intervalles conse´cutifs tels que chaque pj est de´fini
par son de´but et sa fin : pj = [spj , epj[,
– une se´quence de capacite´s locales Loc = [lc0, . . . , lcp−1] en correspondance avec P , telle qu’une
capacite´ locale lcj ≤ capa est associe´e avec un intervalle pj,
– une se´quence de variables de couˆt entie`res Cost = [cost0, . . . , costp−1] en correspondance avec P ,
telle qu’une variable costj soit associe´e avec l’intervalle pj,
– une variable objectif obj,
– une constante costC ∈ {max , sum} indiquant la manie`re dont la valeur des variables Cost sont
calcule´es : soit le de´passement maximum, soit l’e´nergie au-dessus de la capacite´ locale,
– une constante objC ∈ {max , sum} indiquant la manie`re dont la valeur de la variable obj est calcule´e :
soit le maximum, soit la somme des valeurs des variables Cost .
E´tant donne´e une instanciation de A, la contrainte SoftCumulative(A, capa, P, Loc,
Cost , obj,costC ,objC ) est satisfaite si, et seulement si, les quatre conditions suivantes sont satis-
faites :
– C1 : pour chaque activite´ ai ∈ A, sai + dai = cai,
– C2 : a` chaque point de temps t, ht ≤ capa,
– C3 : ∀j ∈ [0, p− 1] : costj = costCt∈pj (max(0, ht − lcj)),
– C4 : une contrainte sur l’objectif : obj = objCj∈[0,p−1](costj).
La partition P de´finit les diffe´rentes pe´riodes dans l’horizon temporel. Aucune restriction n’est pose´e
sur la longueur de ces intervalles, si ce n’est qu’ils doivent partitionner exactement l’horizon de temps.
Cela permet d’adapter notre contrainte a` de nombreuses applications. Dans l’exemple 21, ces diffe´rents
intervalles correspondent aux diffe´rentes pe´riodes de travail.
L’ensemble Loc des capacite´s locales contient les capacite´s lie´es a` chaque intervalle. Dans l’exemple 21,
ces capacite´s correspondent a` la ressource fixe disponible par pe´riode, c’est a` dire, le nombre d’employe´s
pre´sent dans chaque pe´riode, hors inte´rimaires.
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L’ensemble Cost des variables de couˆt contient les variables de couˆt correspondant a` chaque intervalle.
Ces variables repre´sentent la valeur du de´passement de la capacite´ locale dans chaque intervalle. Dans
l’exemple 21, les variables de Cost correspondent au nombre d’inte´rimaires par pe´riode.
La variable obj agre`ge les variables de couˆt et exprime la qualite´ globale d’une solution. Dans l’exemple
21, la variable obj peut repre´senter, par exemple, la somme du nombre d’inte´rimaires pre´sents sur l’en-
semble de l’horizon de temps (en conside´rant dans chaque intervalle le de´passement maximal).
Les constantes costC et objC permettent de de´finir la manie`re dont seront calcule´s les couˆts locaux
et l’objectif global.
Compare´e a` SoftCumulativeSum [65], notre contrainte partitionne l’horizon de temps en diffe´rents
intervalles avec leur longueur et capacite´ propre. Les de´passements sont quantifie´s par une variable de
couˆt sur chaque intervalle, de´pendante de costC , et une variable objectif agre´geant les couˆts et de´pendant
de objC , comme l’illustre l’exemple 23.
Exemple 23 La Figure 4.3 pre´sente une proble`mes cumulatif relaxe´ a` cinq activite´s. Dans le deuxie`me, et
le troisie`me intervalle, des de´passements sont constate´s. Ces de´passements sont mode´lise´s par les variables
Cost. Les valeurs des variables Cost sont ensuite agre´ge´es par la variable obj. Ces calculs de´pendent de
costC et objC :
– si costC= max : cost0 = 0, cost1 = 2, cost2 = 2,
– si objC= max, obj = 2,
– si objC= sum, obj = 4,
– si costC= sum : cost0 = 0, cost1 = 4, cost2 = 2,
– si objC= max, obj = 4,
– si objC= sum, obj = 6.
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Figure 4.3 – Une instance de SoftCumulative repre´sentant le proble`me de la Figure 4.1. Si costC= max,
cost0 = 0, cost1 = 2, cost2 = 2 et si objC= max, obj = 2, si objC= sum, obj = 4. Si costC= sum, cost0 = 0,
cost1 = 4, cost2 = 2. Si objC= max, obj = 4, si objC= sum, obj = 6
4.3.2 Proble`mes impliquant des contraintes me´tier
Les proble`mes cumulatifs avec un horizon fixe´ peuvent impliquer des contraintes additionnelles sur
les variables Cost , de manie`re a` distinguer les solutions ayant un re´el inte´reˆt pratique des solutions qui
seront rejete´es par l’utilisateur final [65].
Nous pre´sentons trois cas usuels, correspondant a` des concepts rencontre´s en pratique dans les pro-
ble`mes cumulatifs ainsi que, pour les deux premiers, dans de nombreux autres proble`mes de recherche
ope´rationnelle impliquant une se´quence de variables de couˆt :
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– re´partition e´quitable des valeurs de couˆt e´leve´es (notion se ramenant a` de l’e´quilibrage),
– concentration des valeurs de couˆt e´leve´es sur un nombre de zones limite´es,
– lissage du profil cumulatif : limiter les variations importantes de valeurs entre une variable de couˆt
et celle qui la pre´ce`de (respectivement, qui la suit) directement.
4.3.2.1 Re´partition e´quitable des de´passements
L’exemple 21 est un proble`me cumulatif a` ressource humaine, commune´ment appele´ manpower re-
source scheduling. Dans un tel contexte, si des surcharges d’activite´ surviennent et que celles-ci sont
absorbe´es par le personnel re´gulier de l’entreprise, par exemple avec des heures supple´mentaires, alors
il convient de re´partir au mieux, dans le temps, les surcharges. Sans ce crite`re on peut aboutir sur des
situations qui sont impossibles a` ge´rer, en pratique, pendant certaines pe´riodes de temps critiques.
Ce besoin a e´te´ mis en e´vidence dans [67]. Plus tard, diffe´rentes contraintes globales d’e´quilibrage
ont e´te´ de´finies [61, 66, 72]. Elles peuvent eˆtre employe´es dans des proble`mes dont le coeur est mode´lise´
par notre contrainte. Pour les cas simples, des contraintes de cardinalite´ classiques peuvent eˆtre utilise´es.
Nous rappelons ici une de´finition de la contrainte AtLeast.
De´finition 37 (AtLeast) E´tant donne´e un entier occ, un ensemble de variables X et une valeur (en-
tie`re) v, une instanciation I[X ] satisfait la contrainte AtLeast(occ, X, v) si et seulement si le nombre
d’occurrences de la valeur v dans I[X ] est supe´rieur ou e´gal a` occ.
A l’aide de de la contrainte SoftCumulative une partition de l’ensemble de variables de couˆt Cost est
de´finie. On peut alors, par exemple, imposer que dans chaque classe de cette partition le nombre minimal
de variables de couˆt prenant la valeur 0 soit strictement positif, comme dans l’exemple 24.
Exemple 24 Soit un proble`me cumulatif a` ressource humaine. On conside`re un ensemble d’activite´s A et
une capacite´ absolue capa (se´mantiquement la charge maximale possible a` un instant donne´, avec ou sans
surcharge). P de´signe les pe´riodes de travail de´coupant la feneˆtre de temps, Loc le nombre d’employe´s
disponibles par pe´riode. Nous introduisons des variables Cost, correspondant a` la surcharge concre`te-
ment effectue´e si des employe´s doivent avoir un rendement supe´rieur a` une capacite´ locale. Nous fixons
costC= max et objC= sum. Pour la clarte´ du mode`le, nous supposons que l’ensemble P contient un
nombre d’intervalles multiple de 3. Soit P c un ensemble de classes d’intervalles, de longueur q, telles
que : P c = {P c0 = {p0, p1, p2}, P
c
1 = {p3, p4, p5}, . . . , P
c
q−1 = {p3×(q−1), p3×(q−1)+1, p3×(q−1)+2}}. Avec
une contrainte simple de re´partition, le mode`le suivant peut repre´senter ce proble`me :
SoftCumulative(A, capa, P, Loc,Cost , obj,max, sum)
∧ ∀i ∈ [0, q − 1], AtLeast(1, {cost3i, cost3i+1, cost3i+2, }, 0).
La Figure 4.4 est une solution satisfaisant a` la fois SoftCumulative et ∀i ∈ [0, 2],
AtLeast(1, {cost3i, cost3i+1, cost3i+2, }, 0).
4.3.2.2 Lissage des variations de couˆt
Un besoin fre´quent consiste a` limiter le nombre de variations importantes dans les de´passements. Pour
obtenir des solutions respectant une telle re`gle, on peut poser la contrainte Smooth(N, tol,Cost) [6] sur
les variables dans Cost , ou` N est une variable et tol un entier. Re´cemment, Petit et al. ont propose´ un
algorithme de filtrage pour cette contrainte [64]. Cet algorithme a une complexite´ temporelle en la somme
des taille des domaines. Le filtrage re´alise´ est incomplet.
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Figure 4.4 – Une solution satisfaisant des contraintes de cardinalite´ additionnelles sur la partition
{(cost0 , cost1 , cost2 ), (cost3 , cost4 , cost5 ), (cost6 , cost7 , cost8 )} avec costC = max : au moins un couˆt
e´gal a` 0 dans chaque classe de la partition : elles sont colore´es en rouge. Elle satisfait aussi la contrainte
smooth(1, 1, Cost). Le nombre de fois ou` la valeur absolue de la diffe´rence entre deux variables de couˆt
conse´cutives est strictement supe´rieure a` 1 est e´gale a` 1 (|cost4−cost3| = 2). Enfin, elle satisfait e´galement
la contrainte Focus(I[Cost ], 2, 3, 0) : nous avons deux se´quences de variables de couˆt a` valeur strictement
positive, de longueur 3.
De´finition 38 (Smooth) Soit N une variable, tol un entier, et Cost = [cost0, . . . , costk−1] un ensemble
de variables. La contrainte Smooth(N, tol,Cost) est satisfaite si et seulement si le nombre de fois ou` la
contrainte |cost i+1 − costi | > tol est ve´rifie´e est infe´rieur ou e´gal a` la valeur de N .
Dans certains cas, ou l’on n’autorise aucune variation supe´rieure a` un certain seuil, imposer des
contraintes primitives de type |cost i+1 − costi | ≤ tol suffit.
Si nous nous re´fe´rons a` nouveau a` l’exemple d’un proble`me a` ressource humaine, lorsqu’une entreprise
embauche des inte´rimaires leur nombre ne doit pas varier de manie`re trop importante d’un jour a` l’autre,
comme dans l’exemple 25.
Exemple 25 Nous reprenons l’exemple 24, en conside´rant cette fois le cas ou` des employe´s inte´rimaires
peuvent eˆtre embauche´s en cas de surcharge. Nous ne cherchons plus a` re´partir les de´passements des capa-
cite´s locales. La valeur maximale de de´passement dans un intervalle correspond ici au nombre d’employe´s
embauche´s. Une requeˆte utilisateur peut alors consister a` e´viter des variations trop importantes dans le
nombre d’employe´s supple´mentaires embauche´s, soit, par exemple, au plus une variation de plus d’un
employe´ entre deux pe´riodes de temps (intervalles) conse´cutifs. Cette re`gle s’exprime en autorisant au
plus une diffe´rence strictement supe´rieure a` un entre deux variables de couˆts conse´cutives dans l’ensemble
Cost. Le mode`le est alors le suivant :
SoftCumulative(A, capa, P, Loc,Cost , obj,max, sum)
∧ smooth (1, 1, Cost)
La Figure 4.4 est une solution satisfaisant a` la fois SoftCumulative et Smooth(N, tol,Cost) avec
N = 1 et tol = 1.
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4.3.2.3 Concentration des couˆts
Une autre contrainte impose´e dans des cas pratiques peut eˆtre la concentration des couˆts non nuls.
Cette re`gle apparaˆıt par exemple pour les proble`mes cumulatifs ou` l’on est contraint de louer une machine
supple´mentaire afin de disposer de plus de ressource pendant certaines pe´riodes. Dans ce contexte, il peut
eˆtre inte´ressant de louer par forfait : une location de dix jours engendre un couˆt financier plus faible
que cinq locations de deux jours, toutes se´pare´es dans le temps. On peut utiliser la contrainte Focus
introduite par Petit [63], fournie avec un algorithme complet de complexite´ temporelle line´aire en nombre
de variables.
De´finition 39 (Focus) Soit une se´quence de variables Cost, yc une variable entie`re telle que 0 ≤ yc ≤
|Cost |, len un entier tel que 1 ≤ len ≤ |Cost |, et k ≥ 0 un entier. E´tant donne´e une instanciation
I[Cost ] = (v0, v1, . . . , vk−1), et une valeur vc affecte´e a` la variable yc. Focus(I[Cost ], vc, len, k) est sa-
tisfaite, si et seulement si, il existe un ensemble S de se´quences disjointes de variables conse´cutives de
(Cost) telles que les trois conditions suivante soient satisfaites :
– |S| ≤ vc
– ∀j ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, vj > k ⇔ ∃si ∈ S tel que costj ∈ si
– ∀si ∈ S, 1 ≤ |si| ≤ len
L’exemple 26 pre´sente un exemple d’utilisation de cette contrainte.
Exemple 26 Supposons que l’on souhaite avoir, dans un proble`me cumulatif avec de´passements, au plus
deux se´quences de couˆts strictement positifs, chacune de taille au plus trois. Le mode`le suivant permet de
repre´senter ce proble`me :
SoftCumulative(A, capa, P, Loc,Cost , obj,max, sum)
∧ Focus(I[Cost ], 2, 3, 0)
La Figure 4.4 est une solution satisfaisant a` la fois SoftCumulative et Focus(I[Cost ], 2, 3, 0).
4.3.2.4 Discussion
Les proble`mes cumulatifs avec de´passements de capacite´ et horizon fixe´ peuvent eˆtre vus comme des
proble`mes sur-contraints.
Dans [65], les expe´rimentations montrent que, dans les proble`mes sur-contraints avec des contraintes
additionnelles sur des variables repre´sentant des violations, propager efficacement ces contraintes addi-
tionnelles est indispensable pour re´soudre des instances.
Dans ce contexte, de manie`re ge´ne´rale, il est admis que les violations de contraintes doivent toujours
eˆtre minimise´es et ne sont jamais impose´es.
Or, dans notre cas, la pre´sence de contraintes annexe peut ge´ne´rer, par propagation, le besoin de
forcer une variable de couˆt a prendre une valeur non nulle. L’exemple du lissage du profil est sans
doute le plus parlant. Conside´rons le cas ou` la contrainte primitive |cost i+1 − costi | ≤ 1 est impose´e. Si
cost i = 2 alors, ne´cessairement, cost i+1 ≥ 1. Ainsi, pour eˆtre efficace dans diffe´rents contextes, le filtrage
de SoftCumulative doit ge´rer les e´ve´nements sur les valeurs minimales des variables dans Cost .
La Section 5.1.4 pre´sente un algorithme de filtrage de´die´ a` de tels e´ve´nements.
Il convient de noter que, dans la litte´rature, Hebrard et al. [40] e´tudient la propagation d’e´ve´nements
survenant sur la borne infe´rieure d’une variable de couˆt repre´sentant une violation, pour les contraintes
SoftAllDifferent et SoftAllEqual.
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5.1 Algorithmes de filtrage
Nous de´taillons dans ce chapitre des me´thodes de re´solution des proble`mes mode´lise´s par la contrainte
SoftCumulative. Par souci de clarte´, nous rappelons tout d’abord la signature de la contrainte SoftCu-
mulative de´crite dans la De´finition 36, page 68, ainsi que sa se´mantique.
Soient une ressource avec une capacite´ limite´e par capa, un ensemble A de n activite´s telles que
c(A) ≤ m, une partition P = {p0, . . . , pp−1} de [0,m[ en p intervalles conse´cutifs tels que chaque pj est
de´fini par son de´but et sa fin : pj = [spj , epj[, une se´quence de capacite´s locales Loc = [lc0, . . . , lcp−1]
en correspondance avec P , telle qu’une capacite´ locale lcj ≤ capa est associe´e avec un intervalle pj ,
une se´quence de variables de couˆt entie`res Cost = [cost0, . . . , costp−1] en correspondance avec P , telle
qu’une variable costj soit associe´e avec l’intervalle pj , une variable objectif obj, une constante costC ∈
{max , sum} indiquant la manie`re dont la valeur des variables Cost sont calcule´es : soit le de´passement
maximum, soit l’e´nergie au-dessus de la capacite´ locale, une constante objC ∈ {max , sum} indiquant la
manie`re dont la valeur de la variable obj est calcule´e : soit le maximum, soit la somme des valeurs des
variables Cost .
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La contrainte SoftCumulative(A, capa, P, Loc,Cost , obj,costC ,objC ) est satisfaite si et seulement si
les quatre conditions suivantes sont satisfaites :
– C1 : Pour chaque activite´ ai ∈ A, sai + dai = cai,
– C2 : A chaque point de temps t, ht ≤ capa,
– C3 : Pour tout intervalle utilisateur pj ∈ P : costj = costCt∈pj (max(0, ht − lcj)),
– C4 : Une contrainte sur l’objectif : obj = objCj∈[0,p−1](costj).
Les diffe´rents algorithmes de filtrage de´crits dans ce chapitre sont re´sume´s par la Figure 5.1. Un fil-
trage est effectue´ des variables a` l’origine d’une fle`che vers les variables a` la pointe de la fle`che.
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Figure 5.1 – Les diffe´rents filtrages de la contrainte SoftCumulative
Notons que certains de ces filtrages peuvent engendrer des trous dans les domaines. Or, dans certains
proble`mes il n’est pas envisageable de repre´senter les variables de de´but des activite´s avec des domaines
e´nume´re´s, car le nombre de valeurs (points de temps) serait trop grand. Ce point ne constitue pas vraiment
un proble`me car, dans la plupart des solveurs, il est possible d’imposer que les variables soient repre´sente´es
exclusivement par leurs bornes. Dans ce cas, si un algorithme effectue une modification en dehors des
bornes d’un domaine, celle-ci est ignore´e. Cependant, ce filtrage sera rede´couvert quand les bornes de la
variable conside´re´e seront incluses dans un de ces trous. Nous pre´sentons donc nos algorithmes dans le
cas le plus ge´ne´ral, ou` certaines de´ductions peuvent eˆtre re´alise´es en dehors des bornes des domaines.
Le plan adopte´ pour pre´senter ces algorithmes est le suivant :
– dans un premier temps, nous adaptons en section 5.1.1 les algorithmes Sweep et Edge-Finding,
pre´sente´s en section 2.2, a` la contrainte SoftCumulative. Ces algorithmes permettent de filtrer les
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dates de de´but des activite´s,
– la contrainte SoftCumulative repre´sente un proble`me qui peut eˆtre conside´re´ comme sur-contraint.
Le but du proble`me d’optimisation associe´ est de minimiser les violations. Il est alors important de
calculer des bornes infe´rieures des couˆts associe´s aux intervalles utilisateur et de l’objectif global.
La section 5.1.2 pre´sente des re`gles de calcul de ces bornes,
– pour re´soudre un proble`me d’optimisation, il peut eˆtre e´galement ne´cessaire d’inte´grer au filtrage
des bornes infe´rieures de l’objectif au filtrage. Les bornes infe´rieures calcule´es pour l’objectif via
un sous-ensemble d’activite´s peuvent en effet servir a` filtrer les variables de de´but ou de fin des
activite´s ne faisant pas partie de ce sous-ensemble. Cette inte´gration est pre´sente´e en section 5.1.3,
– la discussion mene´e en section 4.3.2.4, relative aux proble`mes impliquant des contraintes me´tier,
met en e´vidence le besoin de propager non seulement a` partir de la valeur maximale des variables de
couˆt, mais e´galement a` partir des e´ve´nements survenant sur les bornes infe´rieures de leur domaine.
Nous pre´sentons une nouvelle proce´dure en ce sens, en section 5.1.4.
En outre, une strate´gie de recherche de´die´e au proble`me repre´sente´ par la contrainte SoftCumula-
tive est de´crite en section 5.2.
5.1.1 Filtrage a` partir des bornes supe´rieures des domaines des variables de
couˆt
Il est possible d’effectuer des de´ductions a` partir d’e´ve´nements sur les bornes supe´rieures des variables
de l’ensemble Cost . Les interactions des variables Cost avec la variable obj correspondent a` des contraintes
classiques de somme ou de maximum. Il n’est donc pas ne´cessaire de les de´crire plus en de´tail.
De la meˆme manie`re que la capacite´ en ressource contraint les activite´s dans la contrainte Cumulative,
le couˆt au dela` de la capacite´ locale de chaque intervalle utilisateur peut contraindre les activite´s dans la
contrainte SoftCumulative.
Nous nous concentrons sur le filtrage des variables de de´but des activite´s. Chaque filtrage sur une date
de de´but d’activite´ est alors trivialement propage´ sur la variable de fin de l’activite´, par l’interme´diaire
de la contrainte arithme´tique C1 de la De´finition 36.
5.1.1.1 Sweep pour SoftCumulative
L’algorithme de Sweep pour la contrainte Cumulative de´crit en section 2.2.1 peut eˆtre adapte´ a` la
contrainte SoftCumulative. Contrairement a` la contrainte Cumulative, le filtrage de SoftCumulative ne
de´pend pas d’une unique capacite´ capa. Diffe´rents intervalles utilisateur, avec des capacite´s potentielle-
ment diffe´rentes, sont a` conside´rer. La valeur maximale des variables Cost et la manie`re dont sont calcule´es
les valeurs des variables de couˆt (de´finie par costC ) interviennent dans ce filtrage.
La notion de profil cumulatif est ne´anmoins la meˆme que pour les proble`mes cumulatifs classiques.
Nous rappelons que le profil cumulatif est construit a` partir des parties obligatoires des activite´s du
proble`me. Un exemple de profil dans le cas SoftCumulative est donne´ par l’exemple 27.
Exemple 27 La Figure 5.2 repre´sente un proble`me a` 5 activite´s et 3 intervalles utilisateur, et son profil
cumulatif des parties obligatoires associe´. Dans ce proble`me, les activite´s a1 et a2 ont une partie obli-
gatoire. Le profil cumulatif est construit a` partir de celles-ci. L’algorithme de sweep utilise´ ge´ne`re des
e´ve´nements. La figure illustre les e´ve´nements de partie obligatoire et d’intervalle pris en compte par l’al-
gorithme de Sweep :
– evt0 =< INTERVAL, p0, 0, 0 >,
– evt1 =< INTERVAL, p1, 1, 0 >,
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– evt2 =< PROFILE, a1, 2, 1 >,
– evt3 =< PROFILE, a2, 2, 2 >,
– evt4 =< PROFILE, a2, 3,−2 >,
– evt5 =< PROFILE, a1, 5,−1 >,
– evt6 =< INTERVAL, p2, 5, 0 >.
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Figure 5.2 – Le profil cumulatif des parties obligatoires, pour cinq activite´s dans un proble`me cumulatif
relaxe´, repre´sente´ par la contrainte SoftCumulative, tel que : D(sa0) = [2, 6], D(sa1) = [1, 2], D(sa2) =
[1, 2], D(sa3) = [0, 7] et D(sa4) = [1, 3], avec des dure´es fixe´es pour chaque activite´. Les activite´s a1 et
a2 ont une partie obligatoire (respectivement : [2, 3[ et [2, 5[) qui construisent le profil cumulatif et cre´ent
des e´ve´nements.
Pour prendre en compte la partition de l’horizon de temps, nous ajoutons au Sweep classique une
nouvelle classe d’e´ve´nements : le de´but de chaque intervalle utilisateur pj ∈ P . Pour un intervalle pj ∈ P ,
un tel e´ve´nement est note´ < INTERV AL, pj, spj , 0 >. Ceci permet de garantir, lors du balayage, qu’un
rectangle 〈[δ, δ′[, sumh〉 soit compris dans un unique intervalle. De ce fait, la hauteur du profil cumulatif
est compare´e a` une unique capacite´ locale lcj et est lie´e a` une variable de couˆt unique costj . Ces nouveaux
e´ve´nements ne modifient pas le calcul incre´mental de la hauteur sumh.
Nous de´crivons l’algorithme de Sweep adapte´, inte´grant ces modifications. Nous en donnons une des-
cription pour costC= max. Pour costC= sum, seules la condition et la re`gle de filtrage changent.
L’algorithme de´place une ligne verticale ∆ sur l’axe de temps. En un balayage, il construit le profil
cumulatif et filtre les activite´s de manie`re a` ne pas de´passer le couˆt maximum autorise´.
Un e´ve´nement correspond soit au de´but ou a` la fin d’une partie obligatoire, soit au de´but d’un intervalle
utilisateur, soit a` la date de de´but au plus toˆt sai d’une activite´ ai ∈ A. Tous les e´ve´nements sont
initialement ge´ne´re´s et trie´s dans l’ordre croissant de leur date. On note δ la position courante de ∆.
A chaque pas de l’algorithme, une liste ActToPrune contient les activite´s a` filtrer.
– Les e´ve´nements de partie obligatoire servent a` construire CumP . Ces e´ve´nements, a` la date δ,
mettent a` jour la hauteur sumh du rectangle courant dans CumP , en ajoutant la hauteur si c’est
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le de´but d’une partie obligatoire, ou en l’enlevant si c’est la fin d’une partie obligatoire.
Le premier e´ve´nement de partie obligatoire ou d’intervalle utilisateur dont la date est strictement
supe´rieure a` δ de´finit la fin du rectangle courant. On note cette date δ′, et le rectangle correspondant
est 〈[δ, δ′[, sumh〉.
– Dans un intervalle pj , les e´ve´nements correspondant aux dates de de´but au plus toˆt sai telles que
δ ≤ sai < δ
′ ajoutent de nouvelles activite´s candidates au filtrage, en fonction de 〈[δ, δ′[, sumh〉 et
lcj + costj (les activite´s ayant une intersection avec 〈[δ, δ′[, sumh〉). Notons qu’en chaque intervalle
pj ∈ P , lcj + costj repre´sente la hauteur maximal de profil a` ne pas de´passer pour respecter la
contrainte. Elles sont ajoute´es a` la liste ActToPrune.
En chaque e´ve´nement de partie obligatoire ou d’intervalle utilisateur, pour chaque activite´ ai ∈
ActToPrune n’ayant pas de partie obligatoire dans le rectangle 〈[δ, δ′[, sumh〉, si sa hauteur minimale rai
est strictement supe´rieure a` lcj + costj − sumh alors on filtre sa date de de´but sai, de manie`re a` ce que
ai ne puisse plus provoquer un de´passement supe´rieur au de´passement maximal autorise´.
Si cai ≤ δ′ alors ai est retire´e de la liste ActToPrune. Une fois l’e´tape de filtrage termine´e, δ est mise
a` jour a` la valeur δ′.
Nous donnons a` pre´sent les re`gles de filtrage associe´es aux diffe´rentes valeurs possibles pour le para-
me`tre costC de la contrainte SoftCumulative(A, capa, P, Loc,Cost , obj,costC ,objC ).
Cas ou` le parame`tre costC est max. Nous rappelons que, lorsque costC = max, le couˆt dans chaque
intervalle utilisateur est e´gal au de´passement maximal de la capacite´ locale.
Faire passer une activite´ ai par un point de temps t ou` la hauteur du profil cumulatif des parties
obligatoires est sumh revient a` obtenir une hauteur minimale de profil en ce point e´gale a` sumh + rai.
La hauteur maximale autorise´e dans l’intervalle utilisateur courant pj est e´gale a` la somme de la
capacite´ locale de cet intervalle, et de la borne supe´rieure de la variable de couˆt associe´e a` cet intervalle.
Si la hauteur sumh + rai est supe´rieure a` la hauteur maximale autorise´e lcj + costj , l’activite´ ai ne
peut passer par ce point de temps. Dans ce cas, ]t− dai, t[ peut eˆtre retire´ du domaine de sai.
La re`gle de filtrage de l’algorithme de Sweep est la suivante :
Re`gle de filtrage 4 (costC = max) Soit une activite´ ai ∈ ActToPrune, n’ayant pas de partie obliga-
toire dans le rectangle 〈[δ, δ′[, sumh〉, et l’unique intervalle pj ∈ P tel que [δ, δ′[⊆ pj. Si sumh + rai >
lcj + costj alors ]δ − dai, δ′[ peut eˆtre retire´ de D(sai).
Preuve. A chaque pas de l’algorithme de Sweep, toute activite´ ai de la liste ActToPrune est telle qu’il
existe au moins un point de temps t ∈ [sai, cai[ tel que δ ≤ t < δ′. Les De´finitions 17 et 21 impliquent que
la hauteur ht de toute solution e´tendant l’instanciation partielle courante soit telle que ht ≥ sumh+ rai.
Ainsi, si sumh+ rai − lcj > costj , la contrainte C3 de la De´finition 36 est viole´e. Le meˆme raisonnement
s’applique en tout point de temps appartenant a` [δ, δ′[∩[sai, cai[. Nous pouvons donc retirer de D(sai)
toutes les valeurs qui impliquent que l’activite´ ai ait au moins un point de temps t ∈ [sai, cai[ tel que
δ ≤ t < δ′. Ces valeurs constituent l’intervalle ]δ − dai, δ′[. 
L’exemple 28 donne un exemple de filtrage de date de de´but d’activite´ dans l’algorithme de Sweep.
Exemple 28 La Figure 5.3 repre´sente un pas de l’algorithme de Sweep associe´ a` ce proble`me en consi-
de´rant le parame`tre costC= max. Nous supposons dans cet exemple que sa0 = 2. Au point de temps 2,
l’activite´ a0 est donc ajoute´e a` la liste ActToPrune. Au point de temps 2 sont e´galement associe´s deux
e´ve´nements de type PROFILE, c’est a` dire que le profil des parties obligatoires y est modifie´. Apre`s
prise en compte de cette modification, le profil a une hauteur sumh = 3 au point de temps 2. Au point de
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temps δ′ = 3, il y a un nouvel e´ve´nement de profil. a0 ∈ ActToPrune n’a pas de partie obligatoire dans
le rectangle courant 〈[2, 3[, 3〉. L’algorithme de sweep compare donc le de´passement engendre´ par l’ajout
de l’activite´ a0 en 2 au de´passement maximal autorise´ dans l’intervalle utilisateur conside´re´, mate´rialise´
par la borne supe´rieure de la variable de couˆt cost1. La hauteur du profil si l’activite´ a0 est pre´sente au
point de temps 2 est sumh + ra0 = 7. Or, la hauteur de profil maximale autorise´e en ce meˆme point de
temps est lc1 + cost1 = 5 < 7. Alors a0 ne peut passer par le point de temps 2 et l’intervalle [2, 3[ est
retire´ du domaine de sa0.
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Figure 5.3 – Un pas de l’algorithme de Sweep pour la SoftCumulative, avec costC = max. L’activite´
a0, repre´sente´ en jaune, est telle que D(sa0) = [2, 6], ra0 = 4 et da0 = 2. En δ
′ = 3, il y a un e´ve´nement
de profil, nous conside´rons alors la hauteur de profil sumh = 3. Ici, costC = max. Nous ajoutons la
consommation de ressource de a0 : sumh + ra0 = 7. Cela est strictement supe´rieur a` la capacite´ locale
plus le couˆt maximal. Alors on peut filtrer la date de de´but de a0 : D(sa0) = D(sa0) \ [2, 3[.
Cas ou` le parame`tre costC est sum. Nous donnons d’abord une intuition de la re`gle de filtrage de
Sweep lorsque costC = sum.
Nous rappelons que, lorsque costC = sum, dans chaque intervalle utilisateur pj , la valeur du couˆt costj
doit correspondre a` l’e´nergie totale exce´dant la capacite´ locale lcj . Nous avons alors les deux proprie´te´s
suivantes :
1. Dans un intervalle donne´ [δ, δ′[ de´fini dans l’algorithme de Sweep adapte´ a` SoftCumulative, la
capacite´ locale lcj et la hauteur du profil sumh restent constantes, par construction. En conse´quence,
l’e´nergie totale du profil dans cet intervalle est e´gale a` sumh × (δ′ − δ).
2. L’aire totale disponible ne menant pas a` un de´passement est e´gale a` lcj × (δ′ − δ).
Les e´tapes du raisonnement menant a` la re`gle de filtrage sont les suivantes :
– nous essayons d’ajouter une activite´ ai qui a une date de de´but au plus toˆt sai ∈ [δ, δ′[,
– si ai a une dure´e minimale telle que ai peut eˆtre entie`rement contenue dans l’intervalle [δ, δ
′[, alors
son e´nergie maximale dans cet intervalle est eai,
– dans le cas contraire, sa date de fin au plus toˆt est a` l’exte´rieur de l’intervalle [δ, δ′[, et son e´nergie
maximale comprise dans cet intervalle est (δ′ − sai)× rai,
– nous comparons l’e´nergie totale (δ′− δ)× sumh+min((δ′− sai)× rai, eai) a` la ressource maximale
disponible lcj × (δ′ − δ) + costj ,
– nous filtrons sai si costj est de´passe´e.
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Re`gle de filtrage 5 (costC = sum) Soit une activite´ ai ∈ ActToPrune, n’ayant pas de partie obliga-
toire dans le rectangle 〈[δ, δ′[, sumh〉 et telle que δ ≤ sai < δ′.
Si (δ′ − δ)× sumh +min((δ′ − sai)× rai, eai) > lcj × (δ′ − δ) + costj alors
[sai,min(δ
′, δ′ −
⌊
costj + (lcj − sumh)× (δ′ − δ))
rai
⌋
)[
peut eˆtre retire´ de D(sai).
Preuve. Soit une activite´ ai ∈ A telle que δ ≤ sai < δ′. Fixons le de´but de ai au temps t = sai. Si
cai < δ
′, sa contribution e´nerge´tique maximale est eai dans [δ, δ
′[, sinon, elle est e´gale a` rai × (δ′− t). La
De´finition 17 implique que (δ′−δ)×ht ≥ (δ′−δ)×(sumh+rai) et (δ′−δ)×(sumh+rai) ≥ (δ′−δ)×sumh+
min((δ′−t)×rai, eai). Ainsi, si (δ
′−δ)×sumh+min((δ
′−t)×rai, eai)−lcj×(δ
′−δ) > costj (condition de
filtrage), la contrainte C3 de la De´finition 36 est viole´e. costj+(lcj−sumh)× (δ′− δ) est l’aire disponible
restante et
⌊
costj+(lcj−sumh)×(δ
′−δ)
rai
⌋
est le nombre de points de temps qui peuvent eˆtre couverts par ai
dans l’intervalle [δ, δ′[ sans violer la condition de filtrage. Ceci implique que ai ne peut commencer avant
min(δ′, δ′−
⌊
costj+(lcj−sumh)×(δ
′−δ))
rai
⌋
). L’intervalle [sai,min(δ
′, δ′−
⌊
costj+(lcj−sumh)×(δ
′−δ))
rai
⌋
)[ peut donc
eˆtre retire´ de D(sai). 
L’exemple 29 illustre le filtrage de la date de de´but d’une activite´, dans le cas costC= sum.
Exemple 29 La Figure 5.4 repre´sente un pas de l’algorithme de Sweep associe´ a` ce proble`me en consi-
de´rant le parame`tre costC= sum. Nous supposons dans cet exemple que sa0 = 3. Au point de temps 3,
l’activite´ a0 est donc ajoute´e a` la liste ActToPrune. Au point de temps 3 est associe´ un e´ve´nement de
type PROFILE, c’est a` dire que le profil des parties obligatoires y est modifie´. Apre`s prise en compte de
cette modification, le profil a une hauteur sumh = 1 au point de temps 3.
Le prochain e´ve´nement de profil est en δ′ = 5. a0 ∈ ActToPrune n’a pas de partie obligatoire dans
le rectangle courant 〈[3, 5[, 1〉. L’algorithme de Sweep compare donc le de´passement engendre´ par l’ajout
de l’activite´ a0 en 3 au de´passement maximal autorise´ dans l’intervalle utilisateur conside´re´, mate´rialise´
par la borne supe´rieure de la variable de couˆt cost1. La hauteur du profil si l’activite´ a0 est pre´sente aux
points de temps 3 et 4 est sumh+ ra0 = 5. Or, la capacite´ lc1 de cet intervalle utilisateur est de 3. Dans
ce cas, l’aire au-dessus de cette capacite´ est donc e´gale a` 4. Or, le couˆt maximal est cost1 = 2 < 4. Alors
a0 ne peut commencer au point de temps 3 et l’intervalle [3, 4[ est retire´ du domaine de sa0.
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Figure 5.4 – Un pas de l’algorithme de Sweep pour SoftCumulative, avec costC = sum. L’activite´ a0,
repre´sente´e en jaune, est telle que D(sa0) = [3, 6] (on conside`re qu’il y a eu un filtrage pre´ce´demment),
ra0 = 4 et da0 = 2. En t = 3, il y a un e´ve´nement, on conside`re alors la hauteur sumh = 1. Ici,
costC = sum. On ajoute la hauteur de a0 dans l’intervalle [δ, δ
′[ : min((δ′ − sai) ∗ rai, e(ai)) = 10.
Un de´passement de la capacite´ lc1 est alors impose´. Il est supe´rieur au couˆt maximal autorise´ dans cet
intervalle utilisateur. On peut alors filtrer la date de de´but de a0 : D(sa0) = D(sa0)\[3, 4[.
Nous rappelons que le tri des e´ve´nements et la mise a` jour des dates de de´but dans la contrainte
Cumulative donnent a` l’algorithme de Sweep original une complexite´ de O(n × log(n) + n2). L’ajout
d’e´ve´nements lie´s a` la partition influence la complexite´ de l’algorithme de tri de ces e´ve´nements. En
revanche, le nombre d’activite´s a` potentiellement mettre a` jour en chaque e´ve´nement reste le meˆme. Il
s’en suit une complexite´ de O((n + p)× log(n+ p) + n× (n+ p)).
Preuve. L’algorithme de sweep, adapte´ a` la contrainte SoftCumulative ge´ne`re au plus 3n + p e´ve´ne-
ments :
– p e´ve´nements d’intervalle
– n e´ve´nements de de´but au plus toˆt d’activite´s
– au maximum 2n e´ve´nements de partie obligatoire
Ces e´ve´nements sont ensuite trie´s. Les meilleurs algorithmes de tri ont une complexite´ en O(n× log(n)).
La complexite´ de la ge´ne´ration et du tri de ces e´ve´nements est donc de O((n+ p)× log(n+ p)).
De plus, en chaque e´ve´nement de partie obligatoire ou d’intervalle, la liste ActToPrune est parcourue.
Celle-ci a une taille maximale de n. Ainsi, le parcours en chaque e´ve´nement induit une complexite´ globale
pour le parcours (et donc la mise a` jour) de O(n × (n+ p)).
La complexite´ globale de cet algorithme est donc O((n + p)× log(n+ p) + n× (n+ p)). 
Nous donnons a` pre´sent explicitement l’algorithme de Sweep pour SoftCumulative. L’algorithme 7
ge´ne`re la liste d’e´ve´nements. Cette liste est parcourue dans l’algorithme 8 qui imple´mente le principe
de Sweep. Nous donnons cet algorithme pour costC= max. Pour costC= sum, l’adaptation se fait en
changeant la re`gle de filtrage. Notons que la capacite´ d’un intervalle utilisateur peut eˆtre re´cupe´re´e de
manie`re statique pour toute date.
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Algorithme 7: Algorithme de ge´ne´ration des e´ve´nements du Sweep pour SoftCumulative
Data : Un ensemble d’activite´s A.
Result : Une liste d’e´ve´nements Evt.
List Evt // La liste d’e´ve´nements ge´ne´re´s
foreach ai ∈ A do
if sai 6= sai || cai 6= cai || dai 6= dai || rai 6= rai then
Evt.add(< PRUNING, ai, sai, 0 >) ;
if cai > sai then
Evt.add(< PROFILE, ai, sai, rai >) ;
Evt.add(< PROFILE, ai, cai,−rai >) ;
foreach pj ∈ P do
Evt.add(< INTERVAL, pj , spj, 0 >) ;
return Evt
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5.1.1.2 Edge-Finding pour SoftCumulative
Nous avons de´crit dans la section 2.2.2 les algorithmes d’Edge Finding. Ces algorithmes permettent de
filtrer les dates de de´but des activite´s et ce filtrage est incomparable (et comple´mentaire) a` l’algorithme
de Sweep. Nous les avons donc adapte´s au cas de la contrainte SoftCumulative.
Nous e´tendons dans un premier temps l’algorithme de Vil´ım [90] au cas SoftCumulative, puis nous
montrons qu’il est e´galement possible d’e´tendre l’algorithme de Kameugne et al. [43].
Par la suite nous utilisons la notation suivante.
Notation 4 Pour un point de temps t, pj(t) = [spj(t), epj(t)[, costj(t) et lcj(t) sont, respectivement,
l’intervalle pj ∈ P , la variable costj ∈ Cost et la capacite´ locale lcj ∈ Loc tels que t ∈ pj.
Adaptation de l’algorithme d’Edge-Finding de Vil´ım [90] Pour e´tendre l’algorithme de Vil´ım a`
la contrainte SoftCumulative, nous conside´rons les intervalles dans P , des variables de couˆt Cost et des
capacite´s locales Loc, au lieu d’une seule capacite´ capa.
La De´finition 23 (aire disponible) doit alors eˆtre adapte´e.
Dans un intervalle I = [a, b[, la ressource disponible de´pend des capacite´s locales des intervalles
utilisateur et des valeurs maximales des variables Cost .
Nous devons distinguer le cas ou` a et b sont dans le meˆme intervalle utilisateur, et le cas inverse ou`
pj(a) 6= pj(b).
De´finition 40 (Aire disponible) Soit un intervalle de temps I = [a, b[, Area(a, b) est la quantite´
maximale de ressource disponible dans cet intervalle. L’aire disponible est l’aire occupable par des activite´s
en atteignant la borne maximale de chacune des variables de couˆt implique´es dans I. Nous distinguons
deux cas :
– si costC = max :
– si pj(a) = pj(b), Area(a, b) = (b − a)× (lcj(a) + costj(a)),
– sinon, Area(a, b) = (epj(a) − a) × (lcj(a) + costj(a)) + (b − spj(b)) × (lcj(b) + costj(b)) +∑
pi⊆[epj(a),spj(b)[
(epi − spi)× (lci + costi).
– si costC = sum :
– si pj(a) = pj(b), Area(a, b) = (b − a)× lcj(a) + costj(a),
– sinon, Area(a, b) = (epj(a) − a) × lcj(a) + costj(a) + (b − spj(b)) × lcj(b) + costj(b) +∑
pi⊆[epj(a),spj(b)[
((epi − spi)× lci + costi).
Il convient de noter suite a` cette de´finition que, trivialement :
– soient 3 dates a, b, c telles que a < b < c. On a alors Area(a, b) < Area(a, c). La re´ciproque est
vraie,
– soient 3 dates a, b, c telles que a < b < c. On a alors Area(b, c) < Area(a, c). La re´ciproque est
vraie,
– soient 3 dates a, b, c. On a alors Area(a, b) +Area(b, c) = Area(a, c).
Pour illustrer les principes intuitifs de calcul d’aire disponible de la De´finition 40, nous conside´rons
l’exemple 30.
Exemple 30 La Figure 5.5 repre´sente l’aire disponible entre deux points de temps dans le cas d’un
proble`me a` trois intervalles utilisateur avec costC= max. Nous rappelons qu’a` chaque intervalle utilisateur
est associe´ une variable de couˆt. Nous calculons l’aire disponible entre deux points de temps 3 et 7. Les
points de temps 3 a` 5 sont dans le second intervalle, de capacite´ lc1 = 3, associe´ a` la variable de couˆt
cost1, tel que D(cost1) = [0, 2]. Avec costC= max, en chaque point de temps, le profil a une hauteur
maximale de lc1 + cost1 = 5. Alors, entre 3 et 5, l’aire disponible est de 10. De la meˆme manie`re, entre
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5 et 7 le profil a une hauteur maximale de 3, l’aire disponible est alors de 6 entre ces deux points. L’aire
totale disponible entre les points de temps 3 et 7 est donc Area(3, 7) = 10 + 6 = 16.
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Figure 5.5 – Aire disponible entre deux points de temps 3 et 7, avec costC = max. Dans ce cas,
Area(3, 7) = 16.
La Figure 5.6 repre´sente le cas costC= sum. La capacite´ de chaque intervalle peut eˆtre de´passe´e
par une aire, au maximum, e´gale a` la borne supe´rieure de la variable de couˆt associe´e a` cet intervalle.
Entre 3 et 5, l’aire disponible est donc e´gale a` l’aire disponible sous la capacite´, soit 6, a` laquelle il
faut ajouter cost1 = 2. De la meˆme manie`re, l’aire disponible entre 5 et 7 est e´gale a` 5. Dans ce cas,
Area(3, 7) = 8 + 5 = 13.
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Figure 5.6 – Aire disponible entre deux points de temps 3 et 7, avec costC = sum. Dans ce cas,
Area(3, 7) = 13.
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Nous introduisons la notion d’Aire libre dans le cas SoftCumulative, comple´mentaire a` la notion
d’aire disponible. Contrairement a` l’aire disponible, elle comptabilise l’e´nergie maximalement consomme´e
dans un intervalle sans cre´er de de´passement de capacite´. L’exemple 31 illustre cette notion.
Notons que le calcul de l’aire libre est inde´pendant de costC . En effet, costC influe sur le calcul des
couˆts et, dans le cas de l’aire libre, les couˆts ne sont pas pris en compte.
De´finition 41 (Aire libre) Soit un intervalle de temps I = [a, b[, on note FreeArea(a, b) la quantite´
maximale de ressource disponible sans cre´er de de´passement des capacite´s locales des intervalles implique´s :
– si pj(a) = pj(b), FreeArea(a, b) = (b− a)× lcj(a),
– sinon, FreeArea(a, b) = (epj(a)−a)×lcj(a)+(b−spj(b))×lcj(b)+
∑
pi⊆[epj(a),spj(b)[
(epi − spi)× lci.
Exemple 31 La Figure 5.7 repre´sente l’aire libre entre deux points de temps dans le cas d’un proble`me
SoftCumulative a` trois intervalles. Entre les points de temps 3 et 5 ; la capacite´ locale est lc1 = 3. En
chaque point de temps, le profil cumulatif peut atteindre celle-ci sans cre´er de de´passement. L’aire libre
entre ces 2 points de temps est donc 2× 3 = 6. De la meˆme manie`re, l’aire libre entre 5 et 7 est e´gale a`
4. On obtient alors FreeArea(3, 7) = 10.
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Figure 5.7 – Aire libre entre deux points de temps 3 et 7.
Les calculs de l’enveloppe e´nerge´tique et de la coupe a` gauche (voir les De´finitions 23 et 25) restent les
meˆmes que dans le cas de la contrainte Cumulative, excepte´ le fait que l’aire disponible est maintenant
calcule´e conforme´ment a` la De´finition 40.
Nous rappelons que l’enveloppe e´nerge´tique d’un ensemble d’activite´s Ω ⊆ A, est Env(Ω) =
maxΘ⊆Ω(Area(0, s(Θ)) + e(Θ)). De plus , la coupe a` gauche d’un ensemble d’activite´s A est l’ensemble
LCut(A, aj) = {ai ∈ A, cai ≤ caj}. L’exemple 32 illustre le calcul de l’enveloppe e´nerge´tique d’un en-
semble d’activite´s.
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Exemple 32 La Figure 5.8 repre´sente une enveloppe e´nerge´tique dans le cas de la contrainte SoftCumu-
lative. Nous conside´rons ici un ensemble de 2 activite´s (qui repre´sente une coupe a` gauche). Celles-ci sont
les activite´s a2 et a4 introduites dans le proble`me repre´sente´ par la Figure 5.2. L’enveloppe e´nerge´tique de
cet ensemble est une surestimation maximale de l’aire occupe´e avant la fin au plus toˆt de l’ensemble. Pour
la calculer, tous les sous-ensembles de {a2, a4} sont conside´re´s. En chaque sous-ensemble est calcule´e l’aire
disponible avant le de´but au plus toˆt du sous-ensemble, a` laquelle est ajoute´e l’e´nergie du sous-ensemble
d’activite´s. Le maximum de cette somme donne l’enveloppe e´nerge´tique. Ici, le sous-ensemble {a2, a4}
donne le maximum, et Env({a2, a4}) = 12.
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Figure 5.8 – L’enveloppe e´nerge´tique de l’ensemble d’activite´s LCut(A, a4) = {a2, a4}, avec a2 en rouge
et a4 en violet, telles que D(sa2) = [1, 2] et D(sa4) = [1, 3], avec costC = max. L’enveloppe e´nerge´tique
de cet ensemble est une surestimation maximale de l’aire occupe´e avant la fin au plus toˆt de l’ensemble. Ce
maximum est donne´ par la troisie`me figure : Env(LCut(A, a4)) = maxΘ⊆LCut(A,a4)(Area(0,mins(Θ)) +
e(Θ)) = 12.
Nous rappelons qu’avec ces donne´es, l’algorithme d’Edge-Finding fonctionne en deux phases :
1. une phase de de´tection des pre´ce´dences,
2. une phase de mise a` jour des dates de de´but au plus toˆt des activite´s.
Premie`re phase : de´tection des pre´ce´dences
La re`gle de pre´ce´dence 1 reste la meˆme dans le cas SoftCumulative.
Pour le prouver, nous introduisons la de´finition suivante. L’indice conside´re´ par la De´finition 42 ci-
apre`s n’a pas besoin d’eˆtre explicitement calcule´ dans l’algorithme.
De´finition 42 (inf ) Soit un ensemble Ω d’activite´s A, et son enveloppe e´nerge´tique Env(Ω). inf (Ω) est
le plus grand index j tel que Area(sp0, spj) ≤ Env(Ω).
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Comme dans le cas de la contrainte Cumulative, e´tant donne´ un ensemble d’activite´s Ω ⊆ A (qui est,
dans l’algorithme, syste´matiquement une coupe a` gauche), nous adaptons le calcul d’une borne infe´rieure
lb(c(Ω)) pour la date de fin au plus toˆt c(Ω) dans le cas ou` costC = max. 1 Nous rappelons que spinf(Ω)
est le de´but de l’intervalle utilisateur d’indice inf (Ω).
Proposition 4 lb(c(Ω)) = spinf(Ω) +
⌈
Env(Ω)− Area(sp0, spinf(Ω))
lcinf(Ω) + costinf(Ω)
⌉
Preuve. lb(c(Ω)) est le premier point de temps avant lequel l’e´nergie Env(Ω) peut avoir e´te´ entie`rement
consomme´e a` partir de sp0 (voir [90]).
D’apre`s la De´finition 42, spinf(Ω) ≤ lb(c(Ω)) < spinf(Ω)+1. Env(Ω) − Area(sp0, spinf(Ω)) peut eˆtre
entie`rement consomme´e dans l’intervalle [spinf(Ω), spinf(Ω)+1[ et est re´partie sur un nombre de points de
temps e´gal au minimum a`
⌈
Env(Ω)−Area(sp0,spinf(Ω))
lcinf(Ω)+costinf(Ω)
⌉
. 
D’apre`s la Proposition 4, l’e´quivalence de la re`gle de pre´ce´dence 1 reste vraie. Nous rappelons ici cette
e´quivalence et la prouvons dans le cas de la contrainte SoftCumulative.
Proprie´te´ 1 Les deux conditions suivantes sont e´quivalentes :
– lb(c(LCut(A, aj) ∪ {ai})) > caj,
– Env(LCut(A, aj) ∪ {ai}) > Area(sp0, caj).
Preuve. Soit l’ensemble Ω = LCut(A, aj) ∪ {ai}.
Nous prouvons l’e´quivalence dans un sens, puis dans l’autre :
Posons lb(c(Ω)) > caj . La Proposition 4 indique que spinf(Ω)+
⌈
Env(Ω)−Area(sp0,spinf(Ω))
lcinf(Ω)+costinf(Ω))
⌉
> caj . Nous
avons donc : spinf(Ω) +
Env(Ω)−Area(sp0,spinf(Ω))
lcinf(Ω)+costinf(Ω))
> caj, car caj est un entier positif.
Cette ine´galite´ est e´quivalente a`
Env(Ω)−Area(sp0,spinf(Ω))
lcinf(Ω)+costinf(Ω))
> caj − spinf(Ω). lcinf(Ω) + costinf(Ω) est
positif, ce qui donne : Env(Ω) − Area(sp0, spinf(Ω)) > (caj − spinf(Ω)) × (lcinf(Ω) + costinf(Ω)). Nous
avons donc : Env(Ω) > (caj − spinf(Ω))× (lcinf(Ω) + costinf(Ω)) +Area(sp0, spinf(Ω)).
Il convient alors de distinguer deux cas :
– si caj ≥ spinf(Ω), alors ne´cessairement, caj ∈ pinf(Ω) car, par la De´finition 42, spinf(Ω) ≤
lb(c(Ω)) < spinf(Ω)+1 et lb(c(Ω)) > caj. Alors, si caj ∈ pinf(Ω), on a (caj − spinf(Ω))× (lcinf(Ω) +
costinf(Ω)) = Area(spinf(Ω), caj), par la De´finition 40. Alors, l’ine´galite´ pre´ce´dente devient :
Env(Ω) > Area(spinf(Ω), caj) + Area(sp0, spinf(Ω)), ce qui vaut : Env(Ω) > Area(sp0, caj), et
l’e´quivalence est ve´rifie´e,
– si caj < spinf(Ω), alors, par la De´finition 40, Area(sp0, caj) < Area(sp0, spinf(Ω)). Or, par la
De´finition 42, Env(Ω) ≥ Area(sp0, spinf(Ω)). Alors, Env(Ω) > Area(sp0, caj).
1. Nous ne donnons la preuve que dans le cas costC = max. Dans le cas costC = sum la de´monstration est la meˆme,
excepte´ le calcul de lb(c(Ω)) qui est e´gal a` lb(c(Ω)) = spinf(Ω) +
⌈
Env(Ω)− Area(sp0, spinf(Ω))− costinf(Ω)
lcinf(Ω)
⌉
.
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Nous prouvons maintenant l’implication inverse. Pour cela, posons Env(Ω) > Area(sp0, caj). La`
encore, distinguons deux cas :
– si Area(sp0, caj) ≥ Area(sp0, spinf(Ω)), alors, comme Area(sp0, spinf(Ω) + 1) > Env(Ω) ≥
Area(sp0, spinf(Ω)), et Env(Ω) > Area(sp0, caj), par la De´finition 42, alors, par la De´fini-
tion 40, caj ∈ pinf(Ω). Nous avons donc Env(Ω) − Area(sp0, spinf(Ω)) > Area(sp0, caj) −
Area(sp0, spinf(Ω)) ≥ 0. Or Area(sp0, caj) = Area(sp0, spinf(Ω)) + Area(spinf(Ω), caj), par
la De´finition 40. On a donc : Env(Ω) − Area(sp0, spinf(Ω)) > Area(spinf(Ω), caj), d’ou` :
Env(Ω)−Area(sp0,spinf(Ω))
lcinf(Ω)+costinf(Ω)
>
Area(spinf(Ω),caj)
lcinf(Ω)+costinf(Ω)
, et, en conse´quence :
⌈
Env(Ω)−Area(sp0,spinf(Ω))
lcinf(Ω)+costinf(Ω)
⌉
>
Area(spinf(Ω),caj)
lcinf(Ω)+costinf(Ω)
. On obtient alors : spinf(Ω) +
⌈
Env(Ω)−Area(sp0,spinf(Ω))
lcinf(Ω)+costinf(Ω)
⌉
> spinf(Ω) +
Area(spinf(Ω),caj)
lcinf(Ω)+costinf(Ω)
. Or, comme caj ∈ pinf(Ω),
Area(spinf(Ω),caj)
lcinf(Ω)+costinf(Ω)
est e´gale au nombre de points
de temps entre spinf(Ω) et caj , par la De´finition 40. De ce fait, on ve´rifie : spinf(Ω) +⌈
Env(Ω)−Area(sp0,spinf(Ω))
lcinf(Ω)+costinf(Ω)
⌉
> caj . Alors lb(c(Ω)) > caj et la premie`re ine´galite´ est ve´rifie´e,
– si Area(sp0, caj) < Area(sp0, spinf(Ω)), alors, par la De´finition 40, caj < spinf(Ω). Or, par la
Proposition 4, lb(c(Ω)) > spinf(Ω). Alors lb(c(Ω)) > caj et la premie`re ine´galite´ est ve´rifie´e.

Pour toutes activite´s ai, aj ∈ A, nous avons la re`gle suivante :
Env(LCut(A, aj) ∪ {ai}) > Area(sp0, caj)⇒ LCut(A, aj)⋖ ai
La re`gle de pre´ce´dence e´tant la meˆme, la de´tection des pre´ce´dences se fait de la meˆme manie`re que
Cumulative. L’algorithme 3 de´crit cette proce´dure.
Seconde phase : mise a` jour des bornes infe´rieures des dates de de´but au plus toˆt
Avec le nouveau calcul de l’aire disponible, la notion de compe´tition et la re`gle de filtrage 2 restent
les meˆmes que pour la contrainte Cumulative. Nous rappelons qu’un ensemble Ω est en compe´tition avec
une activite´ ai si, et seulement si, e(Ω) > Area(s(Ω), c(Ω)) − rai × (c(Ω) − s(Ω)). Nous rappelons aussi
que si Ω ⋖ ai et Ω est en compe´tition avec ai, alors [sai, s(Ω) +
⌈
e(Ω)−Area(s(Ω),c(Ω))+rai×(c(Ω)−s(Ω))
rai
⌉
[
peut eˆtre retire´ de D(sai). Ce filtrage est illustre´ par l’exemple 33.
Exemple 33 La Figure 5.9 repre´sente le filtrage avec Edge-Finding dans le cas SoftCumulative, avec
costC= max. Il reprend le proble`me introduit sur la Figure 5.2. Dans cet exemple, LCut(A, a4) =
{a2, a4)}. Le calcul de l’enveloppe e´nerge´tique de LCut(A, a4)∪{a0} et sa comparaison avec Area(0, ca4)
permet de de´tecter une pre´ce´dence :
Env(LCut(A, a4) ∪ {a0}) = 20 > Area(0, ca4) = 19⇒ {a2, a4} = LCut(A, a4)⋖ a0
selon la re`gle de pre´ce´dence 1. La date de de´but au plus toˆt de a0 est donc mise a` jour en suivant la re`gle
de filtrage 2.
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Figure 5.9 – Un exemple de filtrage de la date de de´but de l’activite´ a0, en jaune, avec les activite´s a2, en
rouge, et a4, en violet, telles queD(sa0) = [2, 6],D(ca0) = [4, 8],D(sa2) = [1, 2],D(ca2) = [3, 4],D(sa4) =
[1, 3], D(ca4) = [2, 4], avec costC = max. Comme Env(LCut(A, a4) ∪ {a0}) = 20 > Area(0, ca4) = 19,
une pre´ce´dence est de´tecte´e : {a2, a4} = LCut(A, a4)⋖ a0. LCut(A, a4) est en compe´tition avec a0, alors
sa0 est mis a` jour : sa0 = 3.
A chaque feuille du Θ-tree de l’algorithme d’Edge-Finding de Vil´ım, le calcul de l’aire disponible est en
O(p), et non plus O(1) (voir la De´finition 40). Le calcul des noeuds internes reste le meˆme que dans
l’algorithme de Vil´ım. Ainsi, la mise a` jour des dates de de´but des activite´s prend O(n × p). Cette mise
a` jour, ajoute´e a` la de´tection des pre´ce´dences, donne une complexite´ globale de O(p × k × n × log(n)),
avec p le nombre d’intervalles utilisateurs, n le nombre d’activite´s et k le nombre de hauteurs d’activite´
distinctes.
Adaptation de l’algorithme d’Edge-Finding de Kameugne et al. [43] L’algorithme d’Edge-
Finding de Kameugne et al. est de´crit en section 2.2.2.2. En prenant en compte les modifications apporte´es
au calcul de Area dans le cas SoftCumulative, l’algorithme 6 reste le meˆme dans le cas de la contrainte
SoftCumulative.
5.1.2 Mises a` jour des bornes infe´rieures des couˆts et de l’objectif
La mise a` jour des bornes infe´rieures des domaines des variables de couˆt peut s’ave´rer importante
pour la re´solution. Nous montrons comment re´aliser ces mises a` jours dans les algorithmes de Sweep et
d’Edge-Finding, ainsi que les bornes infe´rieures de la variable obj qui en de´coulent.
5.1.2.1 Mises a` jour dans l’algorithme de Sweep
Les variables Cost peuvent eˆtre directement filtre´es dans l’algorithme de Sweep, pendant que le profil
cumulatif est calcule´, sans modifier la complexite´ temporelle. La re`gle de filtrage est la suivante, et
l’exemple 34 illustre ensuite cette re`gle
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Re`gle de filtrage 6 Conside´rons le rectangle courant 〈[δ, δ′[, sumh〉 dans l’algorithme de Sweep :
– si costC = max, alors si sumh − lcj(δ) > costj(δ), l’intervalle [costj(δ), sumh − lcj(δ)[ peut eˆtre
retire´ de D(costj(δ)),
– si costC = sum, alors si (δ′−δ)×(sumh−lcj(δ)) > costj(δ), l’intervalle [costj(δ), (sumh−lcj(δ))×
(δ′ − δ)[ peut eˆtre retire´ de D(costj(δ)).
Preuve. L’algorithme de Sweep maintient la donne´e sumh, qui correspond a` la hauteur courante du
profil cumulatif des parties obligatoires (De´finition 21). Par construction, sachant que l’algorithme de
Sweep pour SoftCumulative inte`gre les dates de de´but d’intervalles utilisateur dans la liste courante des
e´ve´nements, dans l’intervalle [δ, δ′[, sumh est constant et lcj est unique. On peut donc conside´rer de fac¸on
e´quivalente n’importe quel point de temps dans [δ, δ′[, par exemple δ. D’apre`s la De´finition 36, lorsque
le parame`tre costC est max alors la variable de couˆt costj de l’intervalle courant mesure la de´passement
maximal au dela` de la capacite´ locale lcj. Donc si sumh − lcj(δ) > costj(δ) alors costj = costj(δ) peut
eˆtre mis a` jour a` la valeur sumh− lcj(δ). De fac¸on similaire, lorsqu’on conside`re l’aire exce´dant la capacite´
locale lcj dans [δ, δ
′[, si celle-ci est strictement supe´rieure a` costj alors on peut mettre a` jour costj a` la
valeur (δ′ − δ)× (sumh − lcj(δ)). 
Exemple 34 La Figure 5.10 donne un exemple de filtrage selon cette re`gle. Sur celle-ci, un profil cumula-
tif des parties obligatoires est repre´sente´. Celui-ci induit un de´passement de 2 (quel que soit costC ). Alors
la variable de couˆt associe´e peut eˆtre mise a` jour, et l’intervalle [0, 2[ peut eˆtre retire´ de son domaine.
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Figure 5.10 – Le polygone plein repre´sente le profil cumulatif des parties obligatoires d’un proble`me
softcumulative. Dans cet exemple, pour costC= max, ou costC= sum, avant le filtrage, D(cost1) =
[0, 2]. En t = 3, sumh = 5, lc1 = 3 : sumh − lc1 > cost1, alors nous filtrons D(cost1) tel que D(cost1) =
D(cost1)\[0, 2[.
Les bornes infe´rieures pour la variable objectif sont :
– si objC = sum, LB =
∑
j∈[0,k−1] costj ,
– si objC = max, LB = maxj∈[0,k−1](costj).
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Ces bornes peuvent eˆtre calcule´es incre´mentalement sans augmenter la complexite´ temporelle, et la
variable obj est mise a` jour.
5.1.2.2 Mises a` jour dans l’algorithme d’Edge-Finding de Vil´ım
Le calcul d’une borne infe´rieure de la variable objectif peut e´galement eˆtre inte´gre´ dans l’algorithme
d’Edge-Finding de Vil´ım. Dans cet algorithme, pour chaque intervalle conside´re´, l’e´nergie totale des acti-
vite´s ne´cessairement entie`rement comprises dans cet intervalle est calcule´e. Cette e´nergie peut eˆtre utilise´e
pour calculer une borne infe´rieure de la variable objectif. Nous montrons comment re´aliser un tel filtrage.
Pour chaque activite´ ai ∈ A, l’e´nergie e(LCut(A, ai)) est calcule´e par l’algorithme d’Edge-Finding.
Elle correspond a` l’e´nergie ne´cessairement contenue dans l’intervalle [sp0, cai[. Nous raisonnons sur cette
e´nergie :
– nous comparons cette e´nergie a` l’aire libre dans l’intervalle [sp0, cai[,
– si elle est strictement supe´rieure a` cette aire libre, cela signifie qu’elle y engendre ne´cessairement un
de´passement de capacite´,
– ce de´passement peut alors e´galement modifier la valeur de la variable objectif.
En suivant ce raisonnement, pour chaque activite´ ai ∈ A, nous calculons une borne infe´rieure spe´ci-
fique, note´e LBV (ai), de l’objectif.
Pour garder un calcul simple de chaque LBV (ai), la proposition suivante conside`re qu’il n’y a pas de
limite maximale sur le couˆt de chaque intervalle. Conside´rer les limites supe´rieures ne peut qu’augmenter
la valeur de la borne. Notre calcul est moins fin mais nous ne faisons pas de sur-estimation de cette borne.
Nous notons PV un ensemble contenant tous les intervalles utilisateurs pj ∈ P tels que spj ≤ cai.
La proposition suivante donne le calcul de cette borne infe´rieure selon les diffe´rents parame`tres costC et
objC . L’exemple 35 illustre ce calcul.
Proposition 5 Soit une activite´ ai ∈ A, et LCut(A, ai) la coupe a` gauche de A par ai. Si
e(LCut(A, ai)) > FreeArea(sp0, cai) alors :
– si costC = max et objC = sum alors LBV (ai) =
⌈
e(LCut(A,ai))−FreeArea(sp0,cai)
max
pj∈P
V (min(cai,spj+1)−spj)
⌉
,
– si costC = max et objC = max alors LBV (ai) =
⌈
e(LCut(A,ai))−FreeArea(sp0,cai)
cai−sp0
⌉
,
– si costC = sum et objC = sum alors LBV (ai) = e(LCut(A, ai))− FreeArea(sp0, cai),
– si costC = sum et objC = max alors LBV (ai) =
⌈
e(LCut(A,ai))−FreeArea(sp0,cai)
|PV |
⌉
.
Preuve. Selon la De´finition 25, e(LCut(A, ai)) est l’e´nergie minimale ne´cessairement consomme´e avant
cai. L’e´nergie maximale pouvant eˆtre place´e dans l’intervalle [sp0, cai[ sans engendrer de de´passement est
FreeArea(sp0, cai), selon la De´finition 41. Ainsi, si e(LCut(A, ai)) > FreeArea(sp0, cai) alors cela im-
plique un de´passement de capacite´ dont le surplus d’e´nergie est e´gal a` e(LCut(A, ai))−FreeArea(sp0, cai).
Cela induit une nouvelle borne infe´rieure sur obj.
Conside´rons costC = max et objC = sum. Sans perte de ge´ne´ralite´, nous conside´rons que toute l’e´ner-
gie engendrant le de´passement (c’est a` dire le surplus d’e´nergie) peut eˆtre place´e dans l’intervalle de lon-
gueur maximale I = maxpj∈PV (min(cai, spj+1)−spj) commenc¸ant en spj . Nous nous plac¸ons alors dans
l’intervalle [spj ,min(cai, spj+1)[. Le surplus d’e´nergie est alors re´parti dans cet intervalle. En effet, consi-
de´rer un ou plusieurs intervalles supple´mentaires ayant, par de´finition, une longueur infe´rieure ou e´gale
a` la longueur de I, me`nerait ne´cessairement a` une somme des de´passements plus grande ou e´gale (nous
rappelons que nous ne prenons pas en compte les limites maximales sur les couˆts). Cette re´partition dans
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cet intervalle implique une hauteur de de´passement minimale e´gale a`
⌈
e(LCut(A,ai))−FreeArea(sp0,cai)
min(cai,spj+1)−spj
⌉
.
Alors LBV (ai) est e´gal a`
⌈
e(LCut(A,ai))−FreeArea(sp0,cai)
max
pj∈P
V (min(cai,spj+1)−spj)
⌉
.
Si costC = max et objC = max alors le surplus d’e´nergie provoquant le plus petit de´passement est
ne´cessairement re´parti sur le plus grand intervalle possible, c’est a` dire : [sp0, cai[. Alors LB
V (ai) =⌈
e(LCut(A,ai))−FreeArea(sp0,cai)
cai−sp0
⌉
.
Si costC = sum et objC = sum, la borne infe´rieure est la meˆme, quelle que soit la re´partition des de´-
passements sur les intervalles utilisateurs. Elle est alors LBV (ai) = e(LCut(A, ai))−FreeArea(sp0, cai).
Enfin, si costC = sum et objC = max, en re´partissant le surplus d’e´nergie e(LCut(A, ai)) −
FreeArea(sp0, cai) sur les intervalles de PV on obtient une borne infe´rieure du couˆt maximal possible.
On obtient donc LBV (ai) =
⌈
e(LCut(A,ai))−FreeArea(sp0,cai)
|PV |
⌉
. 
Exemple 35
Les Figures 5.11 et 5.12 donnent un exemple de ce calcul de borne infe´rieure. Elles repre´sentent un
proble`me a` 3 activite´s : a2 et a4, introduites sur la Figure 5.2, et une activite´ a5 que nous introduisons
pour les besoins de cet exemple. On a : LCut(A, a5) = {a2, a4, a5}, et e(LCut(A, a5)) = 14. Comme
e(LCut(A, a5)) > FreeArea(0, ca5) = 11, une borne infe´rieure LB
V (a5) peut eˆtre calcule´e selon chacun
des parame`tres costC et objC tel que de´crit pre´ce´demment.
Dans le cas costC= max, le de´passement maximal de la capacite´ locale est conside´re´ :
– si objC= max nous re´partissons le surplus d’e´nergie sur l’intervalle [sp0, ca5[, et obtenons
LBV (a5) =
⌈
e(LCut(A,a5))−FreeArea(sp0,ca5)
ca5−sp0
⌉
= 1,
– si objC= sum, nous le re´partissons sur le plus grand intervalle utilisateur et obtenons LBV (a5) =⌈
e(LCut(A,a5))−FreeArea(sp0,ca5)
maxpj∈P (min(ca5,spj+1)−spj)
⌉
= 1, avec P = {p0, p1} l’ensemble des intervalles utilisateur inter-
secte´s par [sp0, ca5[.
Dans le cas costC= sum, le surplus d’e´nergie est conside´re´ :
– si objC= max, nous re´partissons ce surplus entre tous les intervalles, et obtenons LBV (a5) =
⌈ e(LCut(A,a5))−FreeArea(sp0,ca5)|P| ⌉ = 2,
– si objC= sum, la re´partition entre les intervalles n’importe pas et nous obtenons LBV (a5) =
e(LCut(A, a5))− FreeArea(sp0, ca5) = 3.
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Algorithme 8: Algorithme de Sweep pour SoftCumulative
Data : Un ensemble d’activite´s A, une se´quence d’intervalles utilisateur P , une se´quence de
capacite´s locales Loc, une se´quence de variables de couˆt Cost, une liste d’e´ve´nements Evt.
List ActToPrune ; int sumh = 0 ; int δ ; int δ
′ ;
int k ; //L’index de l’intervalle utilisateur courant
evt = Evt.first() ; // Extraction du premier e´ve´nement
δ = evt.date ; // Enregistrement de sa date
Evt.sortByDate() ; On ordonne les e´ve´nements par date croissante, pour une date e´gale, on place
d’abord les e´ve´nements de type PROFILE, puis PRUNING, puis INTERVAL
while evt 6= NULL do
ai = evt.activity ;// L’activite´ correspondant a` l’e´ve´nement courant
δ′ = evt.date ; //La date de l’e´ve´nement courant
k = interval(δ′)//Chaque date est associe´e statiquement a` l’intervalle utilisateur dans lequel
elle se trouve
if evt.type == PROFILE then
if δ 6= δ′ then
if sumh > lck + costk then
return fail ;
foreach aj ∈ ActToPrune do
if (sumh + raj > lck + costk)&(saj ≥ caj ||((saj < caj)&[saj, caj [∩[δ, δ′[= ∅)) then
D(saj) = D(saj)\]δ − daj , δ′[ ;//Mise a` jour de la date de de´but d’une activite´
n’ayant pas de partie obligatoire dans [δ, δ′[
if caj < δ
′ then
ActToPrune.remove(aj) ;
δ = δ′ ;
sumh+ = evt.increment ;
else if evt.type == INTERV AL then
if δ 6= δ′ then
if sumh > lck + costk then
return fail ;
foreach aj ∈ ActToPrune do
if (sumh + raj > lck + costk)&(saj ≥ caj ||((saj < caj)&[saj, caj [∩[δ, δ
′[= ∅)) then
D(saj) = D(saj)\]δ − daj , δ′[ ;//Mise a` jour de la date de de´but d’une activite´
n’ayant pas de partie obligatoire dans [δ, δ′[
if caj < δ
′ then
ActToPrune.remove(aj) ;
δ = δ′ ;
else if evt.type == PRUNING then
ActToPrune.add(ai) ;
evt = evt.next()
if sumh > lck + costk then return fail ;
foreach aj ∈ ActToPrune do
if (sumh + raj > lck + costk)&(saj ≥ caj ||((saj < caj)&[saj , caj[∩[δ, δ′[= ∅)) then
D(saj) = D(saj)\]δ − daj , δ′[ ;
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Figure 5.11 – Un proble`me cumulatif relaxe´ avec trois activite´s a2, a4 et a5 telles que D(sa2) = [1, 2],
D(sa4) = [1, 3], D(sa5) = [0, 2], D(ca2) = [3, 4], D(ca4) = [2, 4], D(ca5) = [2, 4], da2 = 2,
da4 = 1, da5 = 2, ra2 = 2, ra4 = 4, ra5 = 3, trois intervalles utilisateur et costC = max. Comme
e(LCut(A, a5)) = 14 > FreeArea(0, ca5) = 11, a5 de´finit une borne infe´rieure sur la variable objectif.
Ici, P = {p0, p1}. Si objC = sum, LB
V (a5) =
⌈
e(LCut(A,a5))−FreeArea(sp0,ca5)
maxpj∈P (min(ca5,spj+1)−spj)
⌉
= 1 et si objC = max,
LBV (a5) =
⌈
e(LCut(A,a5))−FreeArea(sp0,ca5)
ca5−sp0
⌉
= 1
Le surplus d’e´nergie dans un des intervalles conside´re´s dans l’Edge Finding de Vil´ım peut eˆtre re´-
parti sur l’ensemble des intervalles utilisateurs intersecte´s par l’intervalle [sp0, cai[ courant, c’est a` dire
l’intervalle entre le point de temps 0 et la borne supe´rieure de la date de fin de l’activite´ ai.
Des de´ductions sur les variables de couˆt peuvent eˆtre effectue´es dans deux cas particuliers :
– si, pour une activite´ ai ∈ A l’intervalle [sp0, cai[ est entie`rement contenu dans un seul intervalle
utilisateur, l’intervalle p0, et que l’e´nergie e(LCut(A, ai)) est strictement supe´rieure a` l’aire libre
dans l’intervalle [sp0, cai[, alors cela engendre ne´cessairement un de´passement de capacite´ dans
l’intervalle p0. Une borne infe´rieure de cost0 peut alors eˆtre de´duite. Nous de´taillerons son calcul
plus loin,
– conside´rons les bornes supe´rieures des couˆts locaux. Conside´rons e´galement que l’intervalle [sp0, cai[
intersecte plusieurs intervalles utilisateurs. Notons SPV l’ensemble des dates de de´but d’intervalle
utilisateur que l’intervalle [sp0, cai[ intersecte. S’il existe un intervalle [spj ,min(spj+1, cai)[ tel que
spj ∈ SP
V et que l’e´nergie e(LCut(A, ai)) soit supe´rieure a` la somme des aires disponibles dans
tous les autres intervalles [spk,min(spk+1, cai)[ tels que spk ∈ SP
V et spk 6= spj , alors cela in-
duit ne´cessairement un de´passement de capacite´ dans l’intervalle [spj ,min(spj+1, cai)[. Une borne
infe´rieure de costj peut alors eˆtre de´duite.
Nous donnons ci-apre`s les re`gles de filtrage dans ces deux cas. Les exemples 36 et 37 illustrent ces
re`gles.
Re`gle de filtrage 7 Soit une activite´ ai ∈ A, et LBV (ai) la borne infe´rieure de la variable objectif
calcule´e par la proposition 5. Si cai ∈ p0 et e(LCut(A, ai)) > FreeArea(sp0, cai), alors [cost0, LBV (ai)[
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Figure 5.12 – Un proble`me cumulatif relaxe´ de la Figure 5.11 avec costC = sum. On a e(LCut(A, a5)) =
14 > FreeArea(0, ca5) = 11, alors a5 de´finit une borne infe´rieure sur la variable objectif. Ici, P =
{p0, p1}. Si objC = max, LBV (a5) =
⌈
e(LCut(A,a5))−FreeArea(sp0,ca5)
|P|
⌉
= 2 et si objC = sum, LBV (a5) =
e(LCut(A, a5))− FreeArea(sp0, ca5) = 3
peut eˆtre retire´ de D(cost0).
Preuve. Pour une activite´ ai ∈ A, LBV (ai) est une borne infe´rieure du couˆt total engendre´ par l’e´nergie
obligatoirement comprise dans l’intervalle [sp0, cai[. Si [sp0, cai[⊆ p0, alors ce couˆt est ne´cessairement
engendre´ dans l’intervalle utilisateur p0. Ainsi, LB
V (ai) est une borne infe´rieure de cost0. 
Re`gle de filtrage 8 Soit une activite´ ai ∈ A, et SP
V l’ensemble des dates de de´but des intervalles
utilisateur pj ∈ P intersecte´s par [sp0, cai[. Pour tout intervalle [spj ,min(spj+1, cai)[, tel que spj ∈ SP
V ,
et que FreeArea(spj ,min(spj+1, cai)) +
∑
spk 6=spj
spk∈SP
V
(Area(spk,min(spk+1, cai))) < e(LCut(A, ai)), alors :
– si costC = max alors
[costj ,


e(LCut(A, ai))− FreeArea(spj ,min(spj+1, cai))−
∑
spk 6=spj
spk∈SP
V
(Area(spk,min(spk+1, cai)))
min(cai, spj+1)− spj


[
peut eˆtre retire´ de D(costj),
– si costC = sum alors
[costj , e(LCut(A, ai))− FreeArea(spj ,min(spj+1, cai))−
∑
spk 6=spj
spk∈SP
V
(Area(spk,min(spk+1, cai)))[
peut eˆtre retire´ de D(costj).
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Preuve. Pour une activite´ ai ∈ A donne´e, e(LCut(A, ai)) est l’e´nergie ne´cessairement consomme´e dans
l’intervalle [sp0, cai[. Pour un intervalle [spj ,min(spj+1, cai)[, tel que spj ∈ SP
V ,
∑
spk 6=spj
spk∈SP
V
(Area(spk,min(spk+1, cai)))
est l’e´nergie totale qui peut eˆtre consomme´e par les autres intervalles [spk,min(spk+1, cai)[, avec spk ∈
SPV et spk 6= spj . FreeArea(spj ,min(spj+1, cai)) est l’e´nergie maximale qui peut eˆtre consomme´e dans
l’intervalle [spj,min(spj+1, cai)[ sans engendrer de de´passement de capacite´, par la De´finition 41. Alors,
si
FreeArea(spj ,min(spj+1, cai)) +
∑
spk 6=spj
spk∈SP
V
(Area(spk,min(spk+1, cai))) < e(LCut(A, ai))
cela signifie que l’e´nergie restante, c’est a` dire la diffe´rence
e(LCut(A, ai))− FreeArea(spj ,min(spj+1, cai))−
∑
spk 6=spj
spk∈SP
V
(Area(spk,min(spk+1, cai)))
est ne´cessairement place´e dans l’intervalle [spj ,min(spj+1, cai)[, et qu’elle y engendre un de´passement de
capacite´.
Si costC= max, le surplus d’e´nergie
e(LCut(A, ai))− FreeArea(spj ,min(spj+1, cai))−
∑
spk 6=spj
spk∈SP
V
(Area(spk,min(spk+1, cai)))
peut eˆtre re´parti sur l’ensemble de l’intervalle [spj ,min(spj+1, cai)[, avec une hauteur minimale de


e(LCut(A, ai))− FreeArea(spj ,min(spj+1, cai))−
∑
spk 6=spj
spk∈SP
V
(Area(spk,min(spk+1, cai)))
min(cai, spj+1)− spj


Celle-ci de´finit donc une borne infe´rieure de la variable de couˆt costj associe´e a` cet intervalle.
Si costC= sum, le surplus d’e´nergie
e(LCut(A, ai))− FreeArea(spj ,min(spj+1, cai))−
∑
spk 6=spj
spk∈SP
V
(Area(spk,min(spk+1, cai)))
est entie`rement compris dans l’intervalle [spj ,min(spj+1, cai)[, c’est donc une borne infe´rieure de la
variable de couˆt costj associe´e a` cet intervalle. 
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Exemple 36 La Figure 5.13 donne un exemple de cas ou` la re`gle de filtrage 7 s’applique. Sur celle-ci,
l’intervalle [0, ca5[ intersecte uniquement l’intervalle utilisateur p0. L’e´nergie de la coupe a` gauche de A
par a5 est telle que : e(LCut(A, a5)) > FreeArea(sp0, ca5). Ceci engendre donc une borne infe´rieure sur
la variable de couˆt cost0. Celle-ci est e´gale a` LB
V (a5) : Si costC= max, LB
V (a5) = 1 et le domaine de
la variable cost0 peut alors eˆtre mis a` jour : cost0 = 1 et si costC= sum, cost0 = 2.
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Figure 5.13 – Un proble`me cumulatif relaxe´ avec trois activite´s a2, a4 et a5 telles que D(sa2) = [1, 2],
D(sa4) = [1, 3], D(sa5) = [0, 2], D(ca2) = [3, 4], D(ca4) = [2, 4], D(ca5) = [2, 4], da2 = 2, da4 = 1,
da5 = 2, ra2 = 2, ra4 = 4, ra5 = 3, et deux intervalles utilisateur. Nous modifions le´ge`rement l’exemple
de la Figure 5.11, tel que : p0 : [0, 5[ et p1 = [5, 8[. Nous avons : [0, ca5[⊆ p0 et e(LCut(A, a5)) =
14 > FreeArea(0, ca5) = 12, Alors a5 de´finit une borne infe´rieure sur la variable objectif : LB
V (a5),
mais e´galement sur la variable de couˆt cost0, telle que cost0 = LB
V (a5). Si costC= max, cost0 = 1, si
costC= sum, cost0 = 2.
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Exemple 37 La Figure 5.14 donne un exemple de cas ou` la re`gle de filtrage 8 s’applique. Sur celle-ci,
l’intervalle [0, ca5[ intersecte les intervalles utilisateur p0 et p1. L’e´nergie de la coupe a` gauche de A par
a5 est telle que : e(LCut(A, ai)) > Area(sp0, sp1) + FreeArea(sp1, ca5). Ceci engendre donc une borne
infe´rieure sur la variable de couˆt cost1. Celle-ci est e´gale a` 1 pour costC= max et pour costC= sum.
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FreeArea(sp1, ca5) = 13 <Area(sp0, sp1)+ e(LCut(A, a5)) = 14
cost1 = 1
Figure 5.14 – Un proble`me cumulatif relaxe´ a` trois activite´s a2, a4 et a5 telles que D(sa2) =
[1, 2], D(sa4) = [1, 3], D(sa5) = [0, 2], D(ca2) = [3, 4], D(ca4) = [2, 4], D(ca5) = [2, 4],
da2 = 2, da4 = 1, da5 = 2, ra2 = 2, ra4 = 4, ra5 = 3 et trois intervalles utilisa-
teur. Nous nous plac¸ons dans l’intervalle [sp1, ca5[. Le seul autre intervalle utilisateur intersecte´ par
[sp0, ca5[ est p0. Or, e(LCut(A, a5)) = 14 > Area(0, sp1) + FreeArea(sp1, ca5) = 13, a5 de´fi-
nit donc une borne infe´rieure sur la variable de couˆt cost1. Ici, SP
V = {sp0, sp1}. Si costC =
max, cost1 =
⌈
e(LCut(A,a5))−FreeArea(sp1,ca5)−
∑
spk 6=sp1&spk∈SP
V
(Area(spk,min(spk+1,ca5)))
cai−sp1
⌉
, ce qui donne :
cost1 =
⌈
e(LCut(A,a5))−FreeArea(sp1,ca5)−(Area(sp0,min(sp1,ca5)))
cai−sp1
⌉
= 1. Si costC = sum, cost1 =
e(LCut(A, a5)) − FreeArea(sp1, ca5) −
∑
spk 6=sp1&spk∈SPV
(Area(spk,min(spk+1, ca5))), ce qui donne :
cost1 = e(LCut(A, a5))− FreeArea(sp1, ca5)−Area(sp0, sp1) = 1
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Notons que le principe de ces deux dernie`res re`gles correspondent a` des cas de figure somme toute
tre`s particuliers.
Le calcul de LBV (ai), dans la re`gle de filtrage 5 est inte´gre´ dans l’algorithme d’Edge-Finding et est
re´alise´ en O(p), notamment a` cause du calcul de FreeArea. Ainsi, la complexite´ globale, en inte´grant cet
algorithme dans l’Edge-Finding de Vil´ım devient O(k × p2 × n × log(n)), avec k le nombre de hauteurs
d’activite´ dans A diffe´rentes.
Le calcul de la borne infe´rieure de cost0 dans le cas de la re`gle de filtrage 7 peut eˆtre effecte´ en O(1).
Ceci n’augmente donc pas la complexite´ globale de l’algorithme.
Enfin, le calcul de la borne infe´rieure d’une variable de couˆt costk, pour chaque variable de couˆt, de´fini
dans la re`gle de filtrage 7 est de l’ordre de O(p) : en chaque activite´ ai ∈ A, nous conside´rons l’ensemble
des intervalles utilisateur intersectant [sp0, cai[. Pour chacun de ces intervalles utilisateur, nous faisons
la somme des aires disponibles sur les autres intervalles utilisateur appartenant a` [sp0, cai[, cette donne´e
peut cependant eˆtre maintenue incre´mentalement. Inte´grer cette re`gle engendre une complexite´ globale
de l’algorithme de O(k × p2 × n× log(n)).
5.1.2.3 Mises a` jour dans l’algorithme d’Edge-Finding de Kameugne et al.
Le calcul d’une borne infe´rieure de la variable objectif peut e´galement eˆtre inte´gre´ dans l’algorithme
d’Edge-Finding de Kameugne et al. Une me´thode de calcul de borne infe´rieure, tre`s similaire a` la me´thode
employe´e au sein de l’algorithme de Vil´ım, peut eˆtre mise en place au sein de cet algorithme.
Pour toutes activite´s ai, aj ∈ A, nous rappelons que l’ensemble Ωi,j est l’intervalle d’activite´s, tel que
de´fini par la De´finition 26. L’algorithme d’Edge-Finding de Kameugne et al. inte`gre le calcul de l’e´nergie
de tous les intervalles d’activite´s possibles.
Nous raisonnons sur cette e´nergie :
– nous comparons cette e´nergie a` l’aire libre dans l’intervalle [sai, caj[,
– si elle est strictement supe´rieure a` cette aire libre, cela signifie qu’elle y engendre ne´cessairement un
de´passement de capacite´,
– ce de´passement peut alors e´galement modifier la valeur de la variable objectif.
En suivant ce raisonnement, pour toutes activite´s ai, aj ∈ A, nous calculons une borne infe´rieure spe´ci-
fique, note´e LBK(ai, aj), de l’objectif. Pour garder un calcul simple de chaque LB
K(ai, aj), la proposition
suivante conside`re qu’il n’y a pas de limite maximale sur le couˆt de chaque intervalle. Conside´rer les bornes
supe´rieures des couˆts ne peut qu’augmenter cette borne infe´rieure. Notre calcul est moins fin mais nous
ne sur-estimons pas la borne infe´rieure calcule´e.
Nous rappelons que spk est la date de de´but d’un intervalle utilisateur pk ∈ P . Notons PK un ensemble
contenant tous les intervalles utilisateurs pk ∈ P tels que (spk+1 ≥ sai ∧ spk ≤ caj).
Proposition 6 Soit deux activite´s ai, aj ∈ A, et Ωi,j l’intervalle d’activite´s associe´ Si e(Ωi,j) >
FreeArea(sai, caj) alors
– si costC = max et objC = sum alors LBK(ai, aj) =
⌈
e(Ωi,j)−FreeArea(sai,caj)
max
pk∈P
K (min(caj ,spk+1)−max(sai,spk))
)
⌉
,
– si costC = max et objC = max alors LBK(ai, aj) =
⌈
e(Ωi,j)−FreeArea(sai,caj)
caj−sai
⌉
,
– si costC = sum et objC = sum alors LBK(ai, aj) = e(Ωi,j)− FreeArea(sai, caj),
– si costC = sum et objC = max alors LBK(ai, aj) =
⌈
e(Ωi,j)−FreeArea(sai,caj)
|PK |
⌉
.
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Preuve. Selon la De´finition 26, e(Ωi,j) est l’e´nergie minimale ne´cessairement place´e entre sai et caj .
L’e´nergie maximale pouvant eˆtre place´e dans l’intervalle [sai, caj [ sans engendrer de de´passement est
FreeArea(sai, caj), selon la De´finition 41. Ainsi, si e(Ωi,j) > FreeArea(sai, caj) alors cela implique un
de´passement de capacite´ avec un surplus d’e´nergie e´gal a` e(Ωi,j)−FreeArea(sai, caj). Cela peut induire
une nouvelle borne infe´rieure sur obj.
Conside´rons costC = max et objC = sum. Sans perte de ge´ne´ralite´, nous conside´rons que toute
l’e´nergie engendrant le de´passement (c’est a` dire le surplus d’e´nergie), e´gal a` e(Ωi,j)−FreeArea(sai, caj)
peut eˆtre place´e dans l’intervalle de longueur maximale I commenc¸ant en max(sai, spk). Nous nous pla-
c¸ons alors dans l’intervalle [max(sai, spk),min(caj, spk+1)[. Le surplus d’e´nergie est alors re´parti dans
cet intervalle, avec une hauteur minimale de
⌈
e(Ωi,j)−FreeArea(sai,caj)
min(caj ,spk+1)−max(sai,spk)
⌉
. En effet, conside´rer un ou
plusieurs intervalles supple´mentaires ayant, par de´finition, une longueur infe´rieure ou e´gale a` la lon-
gueur de I, me`nerait ne´cessairement a` une somme des de´passements plus grande ou e´gale (nous rap-
pelons que nous ne prenons pas en compte les limites maximales sur les couˆts). Alors LBK(ai, aj) =⌈
e(Ωi,j)−FreeArea(sai,caj)
max
pk∈P
K (min(caj ,spk+1)−max(sai,spk))
⌉
.
Si costC = max et objC = max alors on re´partit le surplus d’e´nergie sur le plus grand intervalle
possible, c’est a` dire : [sai, caj[, avec une hauteur minimale de
⌈
e(LCut(A,ai))−FreeArea(sai,caj)
caj−sai
⌉
. Alors
LBK(ai, aj) =
⌈
e(LCut(A,ai))−FreeArea(sai,caj)
caj−sai
⌉
.
Si costC = sum et objC = sum, la borne infe´rieure du de´passement est la meˆme, quelle que
soit la re´partition des de´passements sur les intervalles utilisateur. Alors LBK(ai, aj) = e(Ωi,j) −
FreeArea(sai, caj).
Si costC = sum et objC = max, en re´partissant le surplus d’e´nergie e(Ωi,j) − FreeArea(sai, caj)
sur les intervalles de PK on obtient le plus petit couˆt maximal possible. Alors LBK(ai, aj) =⌈
e(Ωi,j)−FreeArea(sai,caj)
|PK |
⌉
. 
Le surplus d’e´nergie dans un des intervalles conside´re´s dans l’Edge Finding de Kameugne et al. peut
eˆtre re´parti sur l’ensemble des intervalles utilisateurs intersecte´s par l’intervalle [sai, caj[ courant, c’est a`
dire l’intervalle entre la date de de´but au plus toˆt de l’activite´ ai et la date de fin au plus tard de l’activite´
aj .
Des de´ductions sur les variables de couˆt peuvent eˆtre effectue´es dans deux cas particuliers :
– si, pour deux activite´s ai, aj ∈ A l’intervalle [sai, caj[ est entie`rement contenu dans un seul intervalle
utilisateur pk ∈ P , et que l’e´nergie e(Ωi,j) est supe´rieure a` l’aire libre dans l’intervalle [sai, caj[, alors
cela engendre ne´cessairement un de´passement de capacite´ dans l’intervalle pk. Une borne infe´rieure
de costk peut alors eˆtre de´duite. Nous de´taillerons son calcul dans la suite,
– nous prenons cette fois en compte les bornes supe´rieures des couˆts locaux. Soient deux activi-
te´s ai, aj ∈ A. Conside´rons que l’intervalle [sai, caj[ intersecte plusieurs intervalles utilisateurs.
Notons SPK l’ensemble des dates de de´but d’intervalle utilisateur que l’intervalle [sai, caj[ in-
tersecte. S’il existe un intervalle [max(sai, spk),min(spk+1, caj)[ avec spk ∈ SP
K tel que l’e´ner-
gie e(Ωi,j) soit supe´rieure a` la somme des aires disponibles dans tous les autres intervalles
[max(sai, spl),min(spl+1, caj)[ tels que spl ∈ SP
K et spl 6= spk, alors cela induit ne´cessairement
un de´passement de capacite´ dans l’intervalle [max(sai, spk),min(spk+1, caj)[. Une borne infe´rieure
de costk peut alors eˆtre de´duite.
Nous donnons ci-apre`s les re`gles de filtrage dans ces deux cas.
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Re`gle de filtrage 9 Soit une activite´ ai ∈ A, et LBK(ai, aj) la borne infe´rieure de la variable objectif
calcule´e par la proposition 5. Si sai et caj appartiennent au meˆme intervalle utilisateur pk ∈ P , et
e(Ωi,j) > FreeArea(sai, caj), alors [costk, LB
K(ai, aj)[ peut eˆtre retire´ de D(costk).
Preuve. Pour deux activite´s ai, aj ∈ A, LBK(ai, aj) est une borne infe´rieure du couˆt total engendre´ par
l’e´nergie obligatoirement comprise dans l’intervalle [sai, caj [. S’il existe un intervalle utilisateur pk ∈ P
tel que [sai, caj [⊆ pk, alors ce couˆt est ne´cessairement engendre´ dans l’intervalle utilisateur pk. Ainsi,
LBK(ai, aj) de´finit une borne infe´rieur de costk. 
Re`gle de filtrage 10 Soient deux activite´s ai, aj ∈ A, et SP
K l’ensemble des dates de de´but des inter-
valles utilisateur pk ∈ P intersecte´s par [sai, caj [. Pour tout intervalle [max(sai, spk),min(spk+1, caj)[,
tel que spk ∈ SP
K , notons Sk(ai, aj) la quantite´ FreeArea(max(sai, spk),min(spk+1, caj)) +∑
spl 6=spk
spl∈SP
K
(Area(max(sai, spl),min(spl+1, cai))), qui correspond a` l’aire pouvant eˆtre place´e dans l’inter-
valle [sai, cai[ sans engendrer de de´passement dans pk. Si Sk(ai, aj) < e(Ωi,j), alors :
– si costC = max alors
[costk,
⌈
e(Ωi,j)− Sk(ai, aj)
min(caj , spk+1)−max(sai, spk)
⌉
[
peut eˆtre retire´ de D(costk),
– si costC = sum alors
[costk, e(Ωi,j)− Sk(ai, aj)[
peut eˆtre retire´ de D(costk).
Preuve. Pour deux activite´s ai, aj ∈ A donne´es, e(Ωi,j) est l’e´nergie ne´cessairement consomme´e dans
l’intervalle [sai, caj [. Pour un intervalle [max(sai, spk),min(spk+1, caj)[, tel que spk ∈ SP
K ,∑
spl 6=spk
spl∈SP
K
(Area(max(sai, spl),min(spl+1, caj)))
est l’e´nergie totale qui peut eˆtre consomme´e par les autres intervalles [max(sai, spl),min(spl+1, caj)[,
avec spl ∈ SP
K et spl 6= spk. FreeArea(spk,min(spk+1, caj)) est l’e´nergie maximale qui peut eˆtre
consomme´e dans l’intervalle [max(sai, spk),min(spk+1, caj)[ sans engendrer de de´passement de capacite´,
par la De´finition 41. Alors, si
FreeArea(max(sai, spk),min(spk+1, caj)) +
∑
spl 6=spk
spl∈SP
K
(Area(max(sai, spl),min(spl+1, caj))) < e(Ωi,j)
cela signifie que l’e´nergie restante, c’est a` dire la diffe´rence
e(Ωi,j)− FreeArea(max(sai, spk),min(spk+1, caj))−
∑
spl 6=spk
spl∈SP
K
(Area(max(sai, spl),min(spl+1, caj)))
est ne´cessairement place´e dans l’intervalle [max(sai, spk),min(spk+1, caj)[, et qu’elle y engendre un de´-
passement de capacite´.
Si costC= max, le surplus d’e´nergie
e(Ωi,j)− FreeArea(max(sai, spk),min(spk+1, caj))−
∑
spl 6=spk
spl∈SP
K
(Area(max(sai, spl),min(spl+1, caj)))
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peut eˆtre re´parti sur l’ensemble de l’intervalle [max(sai, spk),min(spk+1, caj)[, avec une hauteur minimale
de

e(Ωi,j)− FreeArea(max(sai, spk),min(spk+1, caj)) −
∑
spl 6=spk
spl∈SP
K
(Area(max(sai, spl),min(spl+1, caj)))
min(caj, spk+1)−max(sai, spk)


Celle-ci de´finit donc une borne infe´rieure de la variable de couˆt costk associe´e a` cet intervalle.
Si costC= sum, le surplus d’e´nergie
e(Ωi,j)− FreeArea(max(sai, spk),min(spk+1, caj))−
∑
spl 6=spk
spl∈SP
K
(Area(max(sai, spl),min(spl+1, caj)))
est entie`rement compris dans l’intervalle [max(sai, spk),min(spk+1, cai)[. C’est donc une borne infe´rieure
de la variable de couˆt costj associe´e a` cet intervalle. 
Notons que ces re`gles correspondent la` encore a` des cas de figure somme toute tre`s particuliers.
Le calcul de LBK(ai, aj) est inte´gre´ dans l’algorithme d’Edge-Finding de Kameugne et al. et est re´alise´
en O(p). Ainsi, la complexite´ globale, en inte´grant cet algorithme dans l’Edge-Finding de Kameugne et
al. est O((p× n)2).
Le calcul de la borne infe´rieure des variables de couˆt costk dans le cas de la re`gle de filtrage 9 peut
eˆtre effectue´ en O(1). Ceci n’augmente donc pas la complexite´ globale de l’algorithme.
Enfin, le calcul de la borne infe´rieure d’une variable de couˆt costk, pour chaque variable de couˆt,
de´fini dans la re`gle de filtrage 10 est, dans le pire des cas, de l’ordre de O(p) : en chaque paire d’activite´s
ai, aj ∈ A, nous conside´rons l’ensemble des intervalles utilisateur intersectant [sai, caj [. Pour chacun de
ces intervalles utilisateur, nous faisons la somme des aires disponibles sur les autres intervalles utilisateur
appartenant a` [sai, cai[. Cependant, cette somme peut eˆtre calcule´e en conservant une donne´e de manie`re
incre´mentale. Inte´grer cette re`gle engendre donc une complexite´ globale de l’algorithme a` O((p × n)2).
5.1.3 Inte´gration des bornes infe´rieures de l’objectif
Nous avons montre´ dans la section 5.1.1 comment filtrer les variables de de´but d’activite´ en fonction
du couˆt maximal de chaque intervalle utilisateur. De manie`re comple´mentaire, il est possible de filtrer
celles-ci en fonction de la borne supe´rieure de la variable objectif.
Dans cette section, nous conside´rons que les proce´dures de filtrage de la section 5.1.1 ont e´te´ applique´es.
Notre but est de filtrer les variables de de´but d’activite´s en utilisant les bornes infe´rieures de la variable
objectif, calcule´es dans la section 5.1.2.
L’inte´gration de ces bornes se fait via trois proce´dures que nous de´taillons ci-apre`s. La premie`re s’in-
te`gre dans l’algorithme de Sweep. La seconde et la troisie`me se basent sur des conside´rations e´nerge´tiques,
et sont inte´gre´es dans les algorithmes d’Edge-Finding de Vil´ım et de Kameugne et al.
5.1.3.1 Dans l’algorithme de Sweep
Nous utilisons la borne infe´rieure LB de l’objectif, calcule´e en section 5.1.2.1. Nous conside´rons des
activite´s n’ayant pas de partie obligatoire dans le rectangle courant 〈[δ, δ′[, sumh〉. Ces activite´s ne parti-
cipent donc pas, dans ce rectangle, au calcul du profil cumulatif des parties obligatoires. Soient l’intervalle
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utilisateur pj ∈ P tel que [δ, δ′[⊆ pj et la capacite´ locale correspondante lcj .
Le principe consiste a` essayer d’ajouter une activite´ ai dans l’intervalle [δ, δ
′[, puis a` calculer a` partir
du profil un couˆt minimal sous l’hypothe`se que ai s’exe´cute (entie`rement, ou partiellement) dans l’inter-
valle [δ, δ′[. Si le couˆt calcule´ est strictement supe´rieur a` costj , alors nous pouvons conside´rer une borne
infe´rieure LB augmente´e, sous la condition que ai soit exe´cute´e dans l’intervalle [δ, δ
′[. Nous notons ce
couˆt costaij .
De´finition 43 (costaij ) Soit une activite´ ai ∈ ActToPrune, n’ayant pas de partie obligatoire dans le
rectangle 〈[δ, δ′[, sumh〉, et pj ∈ P l’unique intervalle utilisateur contenant [δ, δ′[. cost
ai
j est le couˆt minimal
dans l’intervalle utilisateur pj sous la condition que ai s’exe´cute dans pj. Il est e´gal a` :
– si costC = max alors costaij = max (sumh + rai − lcj , 0 ),
– si costC = sum alors nous conside´rons uniquement les activite´s ai telles que δ ≤ sai < δ′ et
costaij = max ((δ
′ − δ)× (sumh − lcj ) +min((δ′ − sai)× rai, eai), 0).
Preuve. Si costC = max, l’ajout de l’activite´ ai dans le rectangle 〈[δ, δ′[, sumh〉 augmente la hauteur du
profil cumulatif d’au minimum rai. Une borne infe´rieure du couˆt obtenue en ajoutant ai est donc, par
de´finition max (sumh + rai − lcj , 0 ). On a alors cost
ai
j = max (sumh + rai − lcj , 0 ).
Si costC= sum, si δ ≤ sai < δ′, alors l’e´nergie maximale engendre´e par ai dans l’intervalle [δ, δ′[
est e´gale a` min((δ′ − sai) × rai, eai), et le couˆt minimal dans cet intervalle, sans ajouter ai est e´gal a`
max ((δ′ − δ)× (sumh − lcj ), 0), par de´finition. L’ajout de ai engendre donc un couˆt minimal de cost
ai
j =
max ((δ′ − δ)× (sumh − lcj ) +min((δ′−sai)×rai, eai), 0). On a alors : cost
ai
j = max ((δ
′ − δ)× (sumh − lcj )
+min((δ′ − sai)× rai, eai), 0). 
Une fois ce couˆt calcule´, il est possible, a` partir des bornes de la variable objectif, de re´aliser un filtrage
sur la date de de´but des activite´s. Nous de´taillons ci-apre`s cette re`gle de filtrage, en rappelant que nous
pouvons l’inte´grer dans l’algorithme de Sweep.
Re`gle de filtrage 11 Soit une activite´ ai ∈ ActToPrune, n’ayant pas de partie obligatoire dans le
rectangle 〈[δ, δ′[, sumh〉, et pj l’unique intervalle contenant [δ, δ′[ :
– si costC = max and objC = sum alors si LB+max(costaij − costj , 0) > obj alors ]δ− dai, δ
′[ peut
eˆtre retire´ de D(sai),
– si costC = max and objC = max alors si costaij > obj alors ]δ− dai, δ
′[ peut eˆtre retire´ de D(sai),
– si costC = sum and objC = sum alors si LB +max(costaij − costj , 0) > obj alors
[sai,min(δ
′, δ′ −
⌊
(obj − LB + costj) + (lcj − sumh)× (δ′ − δ)
rai
⌋
)[
peut eˆtre retire´ de D(sai),
– si costC = sum and objC = max alors si costaij > obj alors
[sai,min(δ
′, δ′ −
⌊
obj + (lcj − sumh)× (δ′ − δ)
rai
⌋
)[
peut eˆtre retire´ de D(sai).
Preuve. costaij repre´sente le couˆt minimum dans un intervalle [δ, δ
′[⊆ pj si nous ajoutons l’activite´ ai a`
[δ, δ′[. Cette activite´ n’a pas de partie obligatoire dans ce rectangle. Elle n’est donc pas prise en compte
dans le calcul de la borne infe´rieure de l’objectif.
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Posons objC = sum.
Par la De´finition 36, l’augmentation de LB est max(costaij − costj , 0). Si cette augmentation est
supe´rieure a` la marge autorise´e par obj, alors nous pouvons filtrer.
Si costC = max, tout point de temps occupe´ par ai dans [δ, δ
′[ peut eˆtre responsable de l’augmentation.
Alors, ai ne peut pas, meˆme partiellement, s’exe´cuter dans l’intervalle [δ, δ
′[. Alors, ]δ− dai, δ′[ peut eˆtre
retire´ de D(sai).
Si costC = sum, le couˆt maximal costj autorise´ par obj est obj−LB+costj . Conside´rons sai ∈ [δ, δ
′[.
Si cai < δ
′, sa contribution e´nerge´tique minimale dans l’intervalle [δ, δ′[ si ai est place´e est place´e a` sa
date de de´but au plus toˆt est eai. Sinon, le nombre maximal de points de temps ou` ai s’exe´cute, dans
l’intervalle [δ, δ′[, est e´gal a` δ′ − sai. Par conse´quent, sa contribution e´nerge´tique minimale dans [δ, δ′[
est e´gale a` rai × (δ′ − sai). L’ajout de ai a` la date sai implique une augmentation du couˆt e´gale a`
max(costaij − costj , 0). Si LB +max(cost
ai
j − costj , 0) > obj, alors cela signifie que ai ne peut de´marrer
a` sai. L’augmentation de la valeur de l’objectif engendre´e par l’ajout de ai dans [δ, δ
′[ doit donc eˆtre
telle que LB + max(costaij − costj , 0) ≤ obj, ce qui implique : LB + max(max ((δ
′ − δ)× (sumh − lcj )
+min((δ′ − sai) × rai, eai), 0) − costj , 0) ≤ obj, ce qui est e´quivalent a` LB + (δ
′ − δ) × (sumh − lcj) +
min((δ′ − sai)× rai, eai)− costj ≤ obj. Pour respecter cette ine´galite´ :
– soit ai ne peut s’exe´cuter dans l’intervalle [δ, δ
′[, dans ce cas, [sai, δ
′[ est retire´ de D(sai),
– dans le cas contraire, on a : (δ′ − δ)× (sumh− lcj) +min((δ′ − sai)× rai, eai) ≤ obj + costj −LB.
Or, ai ne peut eˆtre totalement comprise dans [δ, δ
′[ sans engendrer un de´passement trop important,
dans ce cas, on doit avoir : (δ′ − δ) × (sumh − lcj) + (δ′ − sai) × rai ≤ obj + costj − LB, ce
qui est e´quivalent a` (δ′ − sai) × rai ≤ (obj + costj − LB) − (δ′ − δ) × (sumh − lcj), et encore :
(δ′ − sai) ≤
(obj+costj−LB)−(δ
′−δ)×(sumh−lcj)
rai
, soit sai ≥ δ′ −
(obj−LB+costj)−(δ
′−δ)×(sumh−lcj)
rai
. sai
e´tant entie`re, on obtient sai ≥ δ′ −
⌊
(obj−LB+costj)+(lcj−sumh)×(δ
′−δ)
rai
⌋
)[.
Alors, si LB +max(costaij − costj , 0) > obj, [sai,min(δ
′, δ′ −
⌊
(obj−LB+costj)+(lcj−sumh)×(δ
′−δ)
rai
⌋
)[ peut
eˆtre retire´ de D(sai).
Le raisonnement est similaire pour objC = max excepte´ le fait que l’on ne mesure pas une augmen-
tation, mais nous comparons directement le couˆt induit avec obj. 
5.1.3.2 Dans l’Edge-Finding de Vil´ım
Nous voulons utiliser la borne infe´rieure LBV (ai) de la variable objectif, calcule´e en section 5.1.2.2
de manie`re a` filtrer les dates de de´but d’activite´.
L’algorithme d’Edge-Finding de Vil´ım calcule, pour chaque activite´ ai ∈ A, l’e´nergie minimale
e(LCut(A, ai)). Nous nous servons de cette quantite´, et essayons d’ajouter une activite´ aj telle que
saj < cai et aj /∈ LCut(A, ai) dans l’intervalle [sp0, cai[. Nous calculons ensuite l’e´nergie totale obtenue
en conside´rant que aj s’exe´cute (totalement ou partiellement) dans l’intervalle [sp0, cai[. Celle-ci est e´gale
a` e(LCut(A, ai))+e
V (ai, aj), que nous de´finissons ci-apre`s. Nous rappelons que, comme aj 6∈ LCut(A, ai),
elle n’a pas e´te´ prise en compte dans les calculs de e(LCut(A, ai)) et LB
V (ai).
De´finition 44 Soient ai et aj deux activite´s telles que sp0 ≤ saj < cai. Nous de´finissons eV (ai, aj)
comme e´tant l’e´nergie de aj dans l’intervalle [sp0, cai[ sous la condition que aj commence en saj :
eV (ai, aj) = min(eaj, (cai − saj)× raj).
Si la diffe´rence entre l’e´nergie calcule´e et l’aire disponible dans cet intervalle est strictement supe´rieure
a` LBV (ai), alors nous pouvons conside´rer une borne infe´rieure LB
V (ai) augmente´e, sous la condition que
aj s’exe´cute dans l’intervalle [sp0, cai[. Alors, si cette borne infe´rieure est strictement supe´rieure a` obj,
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nous pouvons filtrer saj. Nous rappelons que PV est l’ensemble contenant tous les intervalles utilisateur
pk ∈ P tels que spk ≤ cai.
Re`gle de filtrage 12 Soient ai et aj deux activite´s dans A telles que saj < cai, aj /∈ LCut(A, ai), et
LBV (ai) > 0 la borne infe´rieure de la variable obj calcule´e en 5.1.2.2 :
– si costC = max et objC = sum alors si LBV (ai) +
⌈
eV (ai,aj)
max
pk∈P
V (min(cai,spk+1)−spk))
⌉
> obj, alors
[saj ,min(cai, cai −
⌊
(obj − LBV (ai))× (maxpj∈PV (min(cai, spj+1)− spj))
raj
⌋
)[
peut eˆtre retire´ de D(saj),
– si costC = max et objC = max alors si LBV (ai) +
⌈
eV (ai,aj)
cai−sp0
⌉
> obj alors
[saj,min(cai, cai −
⌊
(obj − LBV (ai))× (cai − sp0)
raj
⌋
[
peut eˆtre retire´ de D(saj),
– si costC = sum et objC = sum alors si LBV (ai) + e
V (ai, aj) > obj alors
[saj ,min(cai, cai −
⌊
obj − LBV (ai)
raj
⌋
[
peut eˆtre retire´ de D(saj),
– si costC = sum et objC = max alors si LBV (ai) +
⌈
eV (ai,aj)
|PV |
⌉
> obj alors
[saj ,min(cai, cai −
⌊
(obj − LBV (ai))× |PV |
raj
⌋
[
peut eˆtre retire´ de D(saj).
Preuve. Selon la De´finition 44, eV (ai, aj) est l’e´nergie de aj dans l’intervalle [sp0, cai[ sous la condition
que aj commence en saj. aj /∈ LCut(A, ai), et aj n’intervient pas dans le calcul de e(LCut(A, ai)), et
a` plus forte raison dans le calcul de LBV (ai), dans la proposition 5. Alors, ajouter aj dans [sp0, cai[
cause une augmentation de l’e´nergie qui y est contenue e´gale a` eV (ai, aj). Si LB
V (ai) > 0, alors l’e´nergie
contenue dans cet intervalle engendre de´ja` un de´passement, et l’ajout de aj ne peut que l’augmenter.
Posons costC = max et objC = sum. Sans perte de ge´ne´ralite´, nous conside´rons que toute l’e´ner-
gie eV (ai, aj) peut eˆtre place´e dans l’intervalle de longueur maximale I commenc¸ant en spk. Nous nous
plac¸ons alors dans l’intervalle maxpk∈PV (min(cai, spk+1) − spk). e
V (ai, aj) est alors re´partie dans cet
intervalle. En effet, conside´rer un ou plusieurs intervalles supple´mentaires ayant, par de´finition, une lon-
gueur infe´rieure ou e´gale a` la longueur de I, me`nerait ne´cessairement a` une somme des de´passements plus
grande ou e´gale. Alors l’augmentation minimale de l’objectif, c’est a` dire la hauteur minimale engendre´e
par la re´partition du surplus d’e´nergie, lie´e a` l’ajout de aj est e´gale a`
⌈
eV (ai,aj)
max
pk∈P
V (min(cai,spk+1)−spk))
⌉
.
Si, ajoute´e a` LBV (ai), cette augmentation de´passe la borne supe´rieure de la variable objectif, la contri-
bution de aj dans cet intervalle doit eˆtre re´duite, et aj ne peut commencer en saj . saj est donc filtre´e
de manie`re a` ce que sa contribution e´nerge´tique maximale dans [sp0, cai[ engendre une augmentation
maximale de la borne infe´rieure de l’objectif au plus e´gale a` obj − LBV (ai). Pour cela, [saj,min(cai,
cai −
⌊
(obj−LBV (ai))×(maxpk∈PV
(min(cai,spk+1)−spk))
raj
⌋
)) est retire´ de D(saj).
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Si costC = max et objC = max alors on mesure, de la meˆme manie`re, l’augmentation de la
valeur d’objectif engendre´e lorsque l’on ajoute aj dans [sp0, cai[. Celle-ci correspond a` la re´parti-
tion de eV (ai, aj) sur le plus grand intervalle possible, c’est a` dire : [sp0, cai[. Cette augmentation
est au minimum e´gale a`
⌈
eV (ai,aj)
cai−sp0
⌉
. Si cette augmentation ajoute´e a` LBV (ai) de´passe obj, il faut
retarder le de´but de l’activite´ aj de manie`re a` re´duire sa contribution dans [sp0, cai[. Pour cela,
[saj ,min(cai, cai −
⌊
(obj−LBV (ai))×(cai−sp0)
raj
⌋
[ est retire´ de D(saj).
Si costC = sum et objC = sum, l’augmentation de la valeur d’objectif engendre´e lorsque l’on ajoute aj
dans [sp0, cai[ est la meˆme quelle que soit la distribution des de´passements sur les intervalles utilisateurs.
Elle est e´gale a` eV (ai, aj). Si cette augmentation ajoute´e a` LB
V (ai) de´passe obj, il faut retarder le
de´but de l’activite´ aj de manie`re a` re´duire sa contribution dans [sp0, cai[. Pour cela, [saj ,min(cai, cai −⌊
obj−LBV (ai)
raj
⌋
[ est retire´ de D(saj).
Si costC = sum et objC = max, en re´partissant le surplus d’e´nergie eV (ai, aj) sur les intervalles de
PV on obtient une borne infe´rieure de l’augmentation de la valeur d’objectif engendre´e lorsque l’on ajoute
aj dans [sp0, cai[. Celle-ci est e´gale a`
⌈
eV (ai,aj)
|PV |
⌉
. Si cette augmentation ajoute´e a` LBV (ai) de´passe obj,
il faut retarder le de´but de l’activite´ aj de manie`re a` re´duire sa contribution dans [sp0, cai[. Pour cela,
[saj ,min(cai, cai −
⌊
(obj−LBV (ai))×|P
V |
raj
⌋
[ est retire´ de D(saj). 
5.1.3.3 Dans l’Edge-Finding de Kameugne et al.
Nous conside´rons la borne infe´rieure LBK(ai, aj) de la variable objectif, calcule´e en section 5.1.2.3.
Nous essayons d’ajouter une activite´ al telle que sai ≤ sal < caj et al /∈ Ωi,j dans l’intervalle [sai, caj[.
L’algorithme d’Edge-Finding de Kameugne et al. calcule, pour toutes activite´s ai, aj ∈ A, l’e´nergie mini-
male e(Ωi,j) ne´cessairement contenue dans l’intervalle [sai, caj[.
Nous calculons ensuite l’e´nergie totale obtenue en conside´rant que al s’exe´cute (totalement ou par-
tiellement) dans l’intervalle [sai, caj[. Celle-ci est e´gale a` e(Ωi,j) + e(al, ai, aj). Nous de´finissons ce terme
ci-apre`s. Nous rappelons que al n’a pas e´te´ prise en compte dans le calcul de e(Ωi,j), et de LB
K(ai, aj),
car al 6∈ Ωi,j .
De´finition 45 Soient ai, aj et al trois activite´s telles que sai ≤ sal < caj. Nous de´finissons e
K(al, ai, aj)
comme e´tant l’e´nergie de al dans l’intervalle [sai, caj[ sous la condition que al commence en sal :
eK(al, ai, aj) = min(eal, (caj − sal)× ral).
Si la diffe´rence entre l’e´nergie calcule´e et l’aire disponible dans cet intervalle est strictement supe´-
rieure a` LBK(ai, aj), alors nous pouvons conside´rer une borne infe´rieure LB
K(ai, aj) augmente´e, sous la
condition que al s’exe´cute dans l’intervalle [sai, caj [. Alors, si cette borne infe´rieure est strictement supe´-
rieure a` obj, nous pouvons filtrer sai. Nous rappelons que PK est l’ensemble contenant tous les intervalles
utilisateurs pk ∈ P tels que (epk ≥ sai ∧ spk ≤ caj)
Re`gle de filtrage 13 Soient ai, aj et al trois activite´s dans A telles que sai ≤ sal < caj, al /∈ Ωi,j , et
LBK(ai, aj) > 0 la borne infe´rieure de la variable obj calcule´e en 5.1.2.3. Nous rappelons que al n’a pas
e´te´ prise en compte dans le calcul de e(Ωi,j), et de LB
K(ai, aj), car al 6∈ Ωi,j. Alors :
– si costC = max et objC = sum alors si LBK(ai, aj) +
⌈
eK(al,ai,aj)
max
pk∈P
K (min(caj ,spk+1)−max(sai,spk))
⌉
>
obj, alors
[sal,min(caj, caj −
⌊
(obj − LBK(ai, aj))× (maxpk∈PK (min(caj, spk+1)−max(sai, spk)))
ral
⌋
)[
peut eˆtre retire´ de D(sal),
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– si costC = max et objC = max alors si LBK(ai, aj) +
⌈
eK(al,ai,aj)
caj−sai
⌉
> obj alors
[sal,min(caj , caj −
⌊
(obj − LBK(ai, aj))× (caj − sai)
ral
⌋
[
peut eˆtre retire´ de D(sal),
– si costC = sum et objC = sum alors si LBK(ai, aj) + e
K(al, ai, aj) > obj alors
[sal,min(caj, caj −
⌊
obj − LBK(ai, aj)
ral
⌋
[
peut eˆtre retire´ de D(sal),
– si costC = sum et objC = max alors si LBK(ai, aj) +
⌈
eK(al,ai,aj)
|PK|
⌉
> obj alors
[sal,min(caj , caj −
⌊
(obj − LBK(ai, aj))× |PK |
ral
⌋
[
peut eˆtre retire´ de D(sal).
Preuve. Selon la De´finition 45, eK(al, ai, aj) est l’e´nergie de al dans l’intervalle [sai, caj[ sous la condi-
tion que al commence en sal. Le calcul de LB
K(ai, aj), dans la proposition 5 ne prend pas en compte
l’activite´ al /∈ Ωi,j . Alors, ajouter al dans [sai, caj [ cause une augmentation de l’e´nergie qui y est contenue
e´gale a` eK(al, ai, aj). Si LB
K(ai, aj) > 0, alors l’e´nergie contenue dans cet intervalle engendre de´ja` un
de´passement, et l’ajout de al ne peut que l’augmenter.
Posons costC = max et objC = sum. Sans perte de ge´ne´ralite´, nous conside´rons que toute l’e´nergie
eK(al, ai, aj) peut eˆtre place´e dans l’intervalle de longueur maximale I commenc¸ant en max(sai, spk).
Cet intervalle a une longueur e´gale a` maxpk∈PK (min(caj , spk+1)−max(sai, spk)). e
K(al, ai, aj) est alors
re´partie dans cet intervalle. En effet, conside´rer un ou plusieurs intervalles supple´mentaires ayant, par de´-
finition, une longueur infe´rieure ou e´gale a` la longueur de I, me`nerait ne´cessairement a` une somme
des de´passements plus grande ou e´gale (nous rappelons que nous ne prenons pas en compte les li-
mites maximales sur les couˆts). Alors l’augmentation minimale de l’objectif lie´e a` l’ajout de al, c’est
a` dire, la hauteur minimale engendre´e par la re´partition du surplus d’e´nergie engendre´ par al, est e´gale a`⌈
eK(al,ai,aj)
max
pk∈P
K (min(caj ,spk+1)−max(sai,spk))
⌉
. Si, ajoute´e a` LBK(ai, aj), cette augmentation de´passe la borne
supe´rieure de la variable objectif, la contribution de al dans cet intervalle doit eˆtre re´duite, et al ne peut
commencer en sal. sal est donc filtre´e de manie`re a` ce que sa contribution e´nerge´tique maximale dans
[sai, caj[ engendre une augmentation maximale de la borne infe´rieure de l’objectif au plus e´gale a` obj −
LBK(ai, aj). Pour cela, [sal,min(caj, caj −
⌊
(obj−LBK(ai,aj))×(maxpk∈PK
(min(caj ,spk+1)−max(sai,spk)))
ral
⌋
))
est retire´ de D(sal).
Si costC = max et objC = max alors on mesure, de la meˆme manie`re, l’augmentation de la valeur
d’objectif engendre´e lorsque l’on ajoute al dans [sai, caj[. Celle-ci correspond a` la re´partition, avec une
hauteur minimale de eK(al, ai, aj) sur le plus grand intervalle possible, c’est a` dire : [sai, caj [. Cette
augmentation est donc e´gale a`
⌈
eK(al,ai,aj)
caj−sai
⌉
. Si cette augmentation ajoute´e a` LBK(ai, aj) de´passe obj,
il faut retarder le de´but de l’activite´ al de manie`re a` re´duire sa contribution dans [sai, caj [. Pour cela,
[sal,min(caj , caj −
⌊
(obj−LBK(ai,aj))×(caj−sai)
ral
⌋
[ est retire´ de D(sal).
Si costC = sum et objC = sum, l’augmentation de la valeur d’objectif engendre´e lorsque l’on ajoute al
dans [sai, caj [ est la meˆme quelle que soit la distribution des de´passements sur les intervalles utilisateurs.
Elle est e´gale a` eK(al, ai, aj). Si cette augmentation ajoute´e a` LB
K(ai, aj) de´passe obj, il faut retarder le
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de´but de l’activite´ al de manie`re a` re´duire sa contribution dans [sai, caj [. Pour cela, [sal,min(caj, caj −⌊
obj−LBK(ai,aj)
ral
⌋
[ est retire´ de D(sal).
Si costC = sum et objC = max, en e´talant le surplus d’e´nergie eK(al, ai, aj) sur les intervalles de PK
on obtient une borne infe´rieure de l’augmentation de la valeur d’objectif engendre´e lorsque l’on ajoute
al dans [sai, caj[. Celle-ci est e´gale a`
⌈
eK(al,ai,aj)
|PK |
⌉
. Si cette augmentation ajoute´e a` LBK(ai, aj) de´passe
obj, il faut retarder le de´but de l’activite´ al de manie`re a` re´duire sa contribution dans [sai, caj [. Pour
cela, [sal,min(caj , caj −
⌊
(obj−LBK(ai,aj))×|P
K |
ral
⌋
[ est retire´ de D(sal). 
5.1.4 Filtrage a` partir des bornes infe´rieures des domaines des variables de
couˆt
En PPC, dans des proble`mes sur-contraints, il est ge´ne´ralement admis que les violations de contraintes
doivent eˆtre minimise´es. Dans notre cas, les variables de couˆt repre´sentent ces violations. A` premie`re vue,
il semblerait donc que seul un filtrage a` partir des bornes supe´rieures des domaines des variables de couˆt
soit utile.
Cependant, la discussion mene´e dans la section 4.3.2.4 montre qu’il peut eˆtre inte´ressant de faire des
de´ductions sur les valeurs minimales des domaines des variables dans Cost .
Dans ce but, nous introduisons une nouvelle technique de filtrage. Celle-ci filtre les dates de de´but
d’activite´ en fonction de la borne infe´rieure des diffe´rentes variables de couˆt. Elle est base´e sur la notion
de partie enveloppante qui est duale a` la notion de partie obligatoire. Nous la de´finissons, puis l’illustrons
par l’exemple 38.
De´finition 46 (Partie enveloppante) La Partie enveloppante ep(ai) d’une activite´ ai ∈ A, est l’union
de toutes les instances re´alisables de ai. Elle est de´finie par [sai, cai[ et une hauteur e´gale a` rai dans
l’intervalle [sai, cai[, et nulle ailleurs.
Exemple 38 La Figure 5.15 repre´sente en haˆchures la partie enveloppante de l’activite´ a3 introduite
dans le proble`me repre´sente´ en Figure 5.2. Cette partie enveloppante s’e´tend de sa3 = 0 a` ca3 = 8, avec
une hauteur de ra3 = 2.
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Figure 5.15 – La partie enveloppante de l’activite´ a3 est repre´sente´e en haˆchures. a3 est telle que
D(sa3) = [0, 7] D(ca3) = [1, 8] D(ra3) = [2, 2] et repre´sente´e par ses positions extreˆmes sur la ligne
de temps.
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L’union des parties enveloppantes de toutes les activite´s d’un proble`me forme le profil cumulatif
enveloppant, que nous de´finissons ci-apre`s.
De´finition 47 (Profil cumulatif enveloppant) Le Profil cumulatif enveloppant EnvP est la consom-
mation maximale cumule´e, au cours du temps, de toutes les activite´s. Pour un point de temps donne´ t,
la hauteur de EnvP en t est e´gale a`
∑
ai∈A
t∈[sai,cai[
rai, soit la somme des contributions de toutes les parties
enveloppantes passant en t.
Ce profil repre´sente, en chaque point de temps t, la hauteur maximale atteignable si toutes les activite´s
ai ∈ A telles que t ∈ [sai, cai] passent effectivement par t. L’exemple 39 illustre cette notion. Il pre´sente
e´galement un proble`me dans lequel la valeur minimale d’une variable de couˆt est impose´e.
Exemple 39 La Figure 5.16 reprend le proble`me introduit dans la Figure 5.2, le´ge`rement modifie´. L’acti-
vite´ a4 est fixe´e, et fait donc partie entie`rement du profil des parties obligatoires. Nous ajoutons l’activite´
a5 introduite sur la Figure 5.11, et l’intervalle p1 a de´sormais une borne supe´rieure du couˆt e´gale a` 4.
Nous nous plac¸ons dans le cas costC= max. La Figure montre son profil cumulatif enveloppant, avec son
dual, le profil cumulatif des parties obligatoires. Ce dernier impose un de´passement de 2 sur le deuxie`me
intervalle utilisateur. Nous ajoutons une contrainte : |cost i+1 − costi | ≤ 1. Par propagation de la borne
infe´rieure de cost1, un de´passement d’au moins 1 sur le premier, et le troisie`me intervalle est impose´.
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Figure 5.16 – Le profil cumulatif des parties obligatoires (plein), et le profil enveloppant (haˆchure´),
pour un proble`me cumulatif relaxe´ a` six activite´s, repre´sente´ par la contrainte SoftCumulative, tel que :
D(sa0) = [2, 6], D(sa1) = [1, 2],D(sa2) = [1, 2], D(sa3) = [0, 7], D(sa4) = [3, 3] et D(sa5) = [0, 2], avec
des dure´es et hauteurs fixe´es pour chaque activite´. Les activite´s a1, a2 et a4 ont une partie obligatoire
(respectivement dans les intervalles [2, 5[, [2, 3[ , et [3, 4[)qui construisent le profil cumulatif. Les parties
enveloppantes de toutes les activite´s forment le profil enveloppant. Ces parties enveloppantes prennent
la hauteur de chaque activite´, sur les intervalles suivants, respectivement : [2, 8[, [1, 6[, [1, 3[, [0, 8[, [3, 4[,
[0, 4[. 2 est une borne infe´rieure de cost1, impose´e par le profil des parties obligatoires. Nous ajoutons
la contrainte suivante : ∀i ∈ [0, 1], |cost i+1 − costi | ≤ 1. En conse´quence, 1 est une borne infe´rieure pour
cost0 et pour cost2.
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Pour filtrer les activite´s a` partir des valeurs minimales des variables de couˆt, nous appliquons une
proce´dure de Sweep sur le profil cumulatif enveloppant et sur le profil des parties obligatoires.
L’ide´e est la suivante : le profil cumulatif enveloppant donne, en chaque point de temps, la hauteur
maximale atteignable par le profil cumulatif. Les variables de couˆt et d’objectif e´tant base´es sur les de´pas-
sements de capacite´, il faut s’assurer, pour atteindre une valeur de couˆt minimale, de pouvoir l’atteindre
avec les domaines courants des variables de de´but et de fin des activite´s.
Nous proposons d’ajouter a` l’algorithme de Sweep pre´sente´ en section 5.1.1.1 une nouvelle classe d’e´ve´-
nements : les e´ve´nements d’enveloppe. Ceux-ci correspondent au de´but et la fin de la partie enveloppante
de chaque activite´. Pour une activite´ ai ∈ A, de tels e´ve´nements sont note´s < ENV ELOPE, ai, sai, rai >
et < ENV ELOPE, ai, cai,−rai > respectivement.
Ces nouveaux e´ve´nements ne modifient pas le calcul incre´mental de sumh dans l’algorithme de Sweep.
De plus, nous conside´rons une nouvelle hauteur sume, qui est la hauteur du profil cumulatif enveloppant
dans le rectangle courant.
Intuitivement, le principe du filtrage est le suivant : Lors de la construction du profil enveloppant
EnvP , a` chaque e´ve´nement de de´but d’intervalle utilisateur spj , nous ve´rifions s’il y a un unique rectangle
〈[δ, δ′[, sume〉 de EnvP entre spj et epj tel que sume ≥ lcj + costj . Si c’est le cas, nous pouvons filtrer
les activite´s ai en suivant la re`gle suivante :
1. nous retirons de EnvP la contribution de ai,
2. nous filtrons les bornes de D(sai) de manie`re a` s’assurer que, si ai commence en sai ou sai alors,
en chaque point de temps t entre 0 et m, EnvP puisse atteindre costj(t).
L’algorithme de Sweep, augmente´ de ce filtrage, se pre´sente comme suit. Nous en donnons une des-
cription pour costC= max.
L’algorithme de´place cette fois deux lignes verticales ∆ et ∆E sur l’axe de temps. En un balayage, il
construit le profil cumulatif et le profil enveloppant. Il filtre les activite´s de manie`re a` :
– ne pas de´passer le couˆt maximum autorise´,
– garder la possibilite´ d’atteindre, dans chaque intervalle utilisateur, le couˆt minimal impose´.
Un e´ve´nement correspond au de´but ou a` la fin d’une partie obligatoire, au de´but d’un intervalle
utilisateur, au de´but ou a` la fin d’une partie enveloppante ou bien a` la date de de´but au plus toˆt sai d’une
activite´ ai ∈ A. Tous les e´ve´nements sont initialement ge´ne´re´s et trie´s dans l’ordre croissant de leur date.
On notera δ la position courante de ∆ et δE la position courante de ∆E .
A chaque pas de l’algorithme, une liste ActToPrune contient les activite´s a` filtrer a` partir des bornes
supe´rieures des variables de couˆt et une liste ActToPruneE contient les activite´s a` filtrer a` partir des
bornes infe´rieures des variables de couˆt.
– Les e´ve´nements de partie obligatoire servent a` construire CumP . Ces e´ve´nements, a` la date δ,
mettent a` jour la hauteur sumh du rectangle de parties obligatoires courant dans CumP , en ajoutant
la hauteur minimale si c’est le de´but d’une partie obligatoire, ou en l’enlevant si c’est la fin d’une
partie obligatoire.
Le premier e´ve´nement de partie obligatoire ou d’intervalle utilisateur dont la date est strictement
supe´rieure a` δ de´finit la fin du rectangle courant. On note cette date δ′, et le rectangle correspondant
est 〈[δ, δ′[, sumh〉.
– Les e´ve´nements de partie enveloppante servent a` construire EnvP . Ces e´ve´nements, a` la date δE ,
mettent a` jour la hauteur sume du rectangle courant dans EnvP , en ajoutant la hauteur maximale
si c’est le de´but d’une partie enveloppante, ou en l’enlevant si c’est la fin d’une partie enveloppante.
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– Le premier e´ve´nement de partie obligatoire ou d’intervalle utilisateur dont la date est strictement
supe´rieure a` δ de´finit la fin du rectangle de partie obligatoire courant. On note cette date δ′, et le
rectangle correspondant est 〈[δ, δ′[, sumh〉.
– Le premier e´ve´nement de partie enveloppante ou d’intervalle utilisateur dont la date est strictement
supe´rieure a` δE de´finit la fin du rectangle de partie enveloppante courant. On note cette date δ′, et
le rectangle enveloppant correspondant est 〈[δE , δ′[, sume〉.
– Dans un intervalle pj , les e´ve´nements correspondant aux dates de de´but au plus toˆt sai ajoutent de
nouvelles activite´s candidates au filtrage.
Elles sont ajoute´es aux listes ActToPrune et ActToPruneE.
En chaque e´ve´nement de partie obligatoire ou d’intervalle utilisateur, pour chaque activite´ ai ∈
ActToPrune n’ayant pas de partie obligatoire dans le rectangle 〈[δ, δ′[, sumh〉, si sa hauteur minimale rai
est strictement supe´rieure a` lcj + costj − sumh alors on filtre sa date de de´but sai de manie`re a` ce que
ai ne puisse plus provoquer un de´passement supe´rieur au de´passement maximal autorise´.
En chaque e´ve´nement de partie enveloppante ou d’intervalle utilisateur, pour chaque activite´ ai ∈
ActToPruneE n’ayant pas de partie obligatoire dans le rectangle 〈[δE , δ′[, sume〉, si sa hauteur maximale
rai est strictement supe´rieure a` lcj + costj − sume, l’intervalle [δE , δ′[ est garde´ en me´moire.
En chaque e´ve´nement d’intervalle utilisateur, si un seul intervalle [δE , δ′[ compris dans l’intervalle
utilisateur pre´ce´dent a e´te´ enregistre´, la date de de´but sai de l’activite´ ai associe´e est mise a` jour, de
manie`re a` ce que ai passe obligatoirement dans l’intervalle [δ
E , δ′[.
En un e´ve´nement de profil ou d’intervalle utilisateur, si cai ≤ δ′ alors ai est retire´e de la liste
ActToPrune. Une fois l’e´tape de filtrage termine´e, δ est mise a` jour a` la valeur δ′.
En un e´ve´nement d’enveloppe ou d’intervalle utilisateur, si cai ≤ δ
′ alors ai est retire´e de la liste
ActToPruneE. Une fois l’e´tape de filtrage termine´e, δE est mise a` jour a` la valeur δ′.
Notons que les e´ve´nements de PRUNING et de de´but de partie enveloppante pourraient eˆtre fusion-
ne´s(pour une activite´ ai ∈ A, ils sont a` la date sai).
Cependant, nous conservons une distinction entre les e´ve´nements de type PRUNING et les e´ve´-
nements de de´but de partie enveloppante pour rester homoge`ne avec les autres algorithmes de Sweep
pre´sente´s auparavant et pouvoir, en pratique, de´brancher ce filtrage si on le souhaite.
Nous e´crivons la re`gle de filtrage associe´e. L’exemple 40 illustre ce filtrage.
Re`gle de filtrage 14 (costC= max) Conside´rons un rectangle 〈[δE , δ′[, sume〉 et un intervalle pj tel
que 〈[δE , δ′[, sume〉 est le seul rectangle contenu dans pj satisfaisant sume ≥ lcj + costj. Soit ai ∈
ActToPrune, si sume− rai < lcj + costj alors : [sai, δE − dai] et [δ′, sai] peuvent eˆtre retire´s de D(sai).
Preuve. Si sume − rai < lcj + costj alors ai doit s’exe´cuter (totalement ou partiellement) dans [δE , δ′[,
sinon, dans toute solution e´tendant l’instanciation partielle, aucun point de temps t de [δE , δ′[, et donc
de pj ne pourra satisfaire ht ≥ lcj + costj , [δE , δ′[ e´tant l’unique intervalle inclus dans pj ve´rifiant
sume ≥ lcj + costj . La contrainte C3 de la De´finition 36 serait alors viole´e. 
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Exemple 40 La Figure 5.17 repre´sente un exemple de filtrage dans le cas costC= max. La variable de
de´but de l’activite´ a5 du proble`me pre´sente´ sur la Figure 5.16 y est filtre´e. Dans un premier temps, la
contribution de a5 au profil enveloppant est retire´e de celui-ci. Le profil enveloppant restant ne permettrait
pas d’atteindre la valeur minimale de cost0. Ceci impose donc que a5 passe dans l’intervalle p0. La variable
sa5 peut donc eˆtre mise a` jour : D(sa5) = D(sa5)\[1, 2].
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D(sa5) = D(sa5)\[1, 2]
Figure 5.17 – Les diffe´rents pas de la proce´dure de filtrage de l’activite´ a5 de la Figure 5.16, avec
costC= max. Nous rappelons que D(sa5) = [0, 2]. La partie enveloppante de l’activite´ a5 a` filtrer est
retire´e du profil enveloppant. Sur la premie`re figure, il apparaˆıt que le couˆt minimal dans le premier
intervalle cost0 = 1 ne peut eˆtre atteint. Nous mettons alors a` jour le de´but de a5 pour s’assurer que, si
a5 de´bute en sai ou sai, alors, en chaque point de temps, le profil enveloppant peut atteindre la valeur
minimale du domaine des couˆts locaux. De ce fait, D(sa5) = D(sa5)\[1, 2].
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Une telle re`gle n’est pas adaptable au cas costC= sum. En effet, si comparer la hauteur du profil envelop-
pant a` chaque capacite´ locale est approprie´ dans le cas costC= max, ce n’est pas le cas pour costC= sum.
Il faut alors raisonner en fonction de l’e´nergie. Cependant, l’aire de la partie enveloppante d’une activite´
ai ∈ A, contenue dans le rectangle 〈[sai, cai[, rai〉, n’est pas l’e´nergie de cette activite´. Si l’on raisonne
sur les e´nergies, comme c’est le cas avec costC= sum, conside´rer l’aire de la partie enveloppante n’a pas
de sens.
De plus, dans un intervalle donne´, on ne peut pas de´finir correctement un minimum d’e´nergie qui peut
mener a` un de´passement. Pour s’en convaincre, nous nous appuyons sur l’exemple 41.
Dans ces conditions, appliquer un raisonnement similaire a` la re`gle de filtrage 14 ne paraˆıt pas appro-
prie´.
Exemple 41 La Figure 5.18 montre deux re´partitions d’e´nergie dans un intervalle. Sur la premie`re
figure, l’e´nergie e´gale a` 12 comprise dans l’intervalle p1 n’engendre aucun couˆt dans cet intervalle. En
revanche, l’e´nergie, e´gale a` 5 sur la seconde figure, engendre un couˆt de 2 dans l’intervalle p1.
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Figure 5.18 – Deux re´partitions d’e´nergie dans un intervalle, dans le cas costC= sum. Sur la premie`re
figure, l’e´nergie comprise dans l’intervalle utilisateur p1 n’engendre aucun de´passement. Elle est e´gale a`
12. Sur la seconde figure, l’e´nergie comprise dans le second intervalle engendre un de´passement de 2. Cette
e´nergie est e´gale a` 5.
L’algorithme 9 de´taille la ge´ne´ration des diffe´rents e´ve´nements, et l’algorithme 10 montre la proce´dure
de parcours des e´ve´nements et de filtrage. Nous ne de´taillons pas le filtrage effectue´ dans l’algorithme de
Sweep pre´sente´ en section 5.1.1.1, pour des raisons de lisibilite´ de l’algorithme. Nous mentionnons leur
place dans l’algorithme. Appliquer ce filtrage dans cet algorithme ne pose aucun proble`me.
Nous conside´rons que, pour chaque e´ve´nement correspondant au de´but d’un intervalle utilisateur,
nous essayons d’appliquer la re`gle de filtrage 14 a` l’intervalle utilisateur pre´ce´dent. Ceci peut eˆtre fait
en O(1). Nous ajoutons O(n) e´ve´nements au Sweep, et l’existence, et la position de l’unique rectangle
〈[δ, δ′[, sume〉 satisfaisant sume ≥ lcj+ costj peuvent eˆtre maintenues en O(1). Comme pour l’algorithme
de Sweep de´crit en section 5.1.1.1, la complexite´ globale est en O((n + p)× log(n+ p) + n× (n+ p)).
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Algorithme 9:Algorithme de ge´ne´ration des e´ve´nements du Sweep pour SoftCumulative inte´grant
les e´ve´nements de partie enveloppante.
Data : Un ensemble d’activite´s A.
Result : Une liste d’e´ve´nements Evt.
List Evt // La liste d’e´ve´nements ge´ne´re´s
foreach ai ∈ A do
if sai 6= sai || cai 6= cai || dai 6= dai || rai 6= rai then
Evt.add(< PRUNING, ai, sai, 0 >) ;
Evt.add(< ENV ELOPE, ai, sai, rai);
Evt.add(< ENV ELOPE, ai, cai,−rai);
if cai > sai then
Evt.add(< PROFILE, ai, sai, rai >) ;
Evt.add(< PROFILE, ai, cai,−rai >) ;
foreach pj ∈ P do
Evt.add(< INTERVAL, pj , spj, 0 >) ;
return Evt
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Algorithme 10: Algorithme de Sweep pour SoftCumulative inte´grant la re`gle de filtrage 14
Data : Un ensemble d’activite´s A, une se´quence d’intervalles utilisateur P , une se´quence de
capacite´s locales Loc, une se´quence de variables de couˆt Cost, une liste d’e´ve´nements Evt.
List ActToPrune ; int δ ; int δE ; int δ′ ; int sumh = 0 ; int k ; evt = Evt.first() ; δ = evt.date ;
int sume = 0 ;//La hauteur du profil enveloppant
δE = evt.date ;//Enregistrement de la date pour les intervalles [δE , δ′[
int nbF iltrageMin = 0 ;// Sert a` ve´rifier l’unicite´ mentionne´e dans la re`gle de filtrage 14
int δEok, δ
′E
ok ;//Stockage de l’intervalle inte´ressant pour la re`gle de filtrage 14
Evt.sortByDate() ; On ordonne les e´ve´nements par date croissante, pour une date e´gale, on place
d’abord les e´ve´nements de type PROFILE, puis ENVELOPE, puis PRUNING puis INTERVAL
while evt 6= NULL do
ai = evt.activity ; δ
′ = evt.date ; k = interval(δ′)
if evt.type == ENV ELOPE then
if δE 6= δ′ then
if sume − rai < lck + costk then nbFiltrageMin ++ ; δEok = δ
E ; δ′Eok = δ
′E ;
δE = δ′ ;
sume+ = evt.increment ;
else if evt.type == PROFILE then
if δ 6= δ′ then
if sumh > lck + costk then
return fail ;
foreach aj ∈ ActToPrune do
//Nous effectuons ici le filtrage de´crit dans l’algorithme 8
if caj < δ
′ then ActToPrune.remove(aj) ;
δ = δ′ ;
sumh+ = evt.increment ;
else if evt.type == INTERV AL then
if δ 6= δ′ then
if sumh > lck + costk then return fail ;
foreach aj ∈ ActToPrune do
//Nous effectuons ici le filtrage de´crit dans l’algorithme 8
if caj < δ
′ then ActToPrune.remove(aj) ;
if nbF iltrageMin == 1 then
foreach aj ∈ ActToPruneE do
if sume − raj < lck + costk then
D(saj) = D(saj)\[saj , δEok − daj ] ; D(saj) = D(saj)\[δ
′E
ok , saj ] ;
if caj < δ
′ then ActToPruneE.remove(aj) ;
δ = δ′ ; δE = δ′ ; nbF iltrageMin = 0 ;
else if evt.type == PRUNING then
ActToPrune.add(ai) ; ActToPrune
E.add(ai) ;
evt = evt.next() ;
if sumh > lck + costk then return fail ;
foreach aj ∈ ActToPrune do
if (sumh + raj > lck + costk)&(saj ≥ caj ||((saj < caj)&[saj , caj[∩[δ, δ
′[= ∅)) then
D(saj) = D(saj)\]δ − daj , δ′[ ;
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5.2 Strate´gies de recherche
Les strate´gies de recherche consistent usuellement a` choisir au cours de la recherche la prochaine
variable a` instancier, ainsi que la prochaine valeur a` essayer pour cette variable. En ordonnancement
cumulatif classique, il est admis que les strate´gies ge´ne´riques (e.g., la variable minimisant le rapport entre
la taille de son domaine et le nombre de contraintes dans laquelle elle intervient) ne sont pas efficaces.
Il ne semble pas y avoir d’argument raisonnable laissant penser que ce constat ne reste pas valable
dans le cas des proble`mes mode´lise´s via la contrainte SoftCumulative. Notamment, chaque intervalle
utilisateur est associe´ a` une variable de couˆt qui mesure un de´passement, et il semble peu opportun de
brancher sur de telles variables avant d’avoir essaye´ de placer les activite´s.
Dans ce contexte, nous proposons une strate´gie de recherche de´die´e aux proble`mes d’ordonnance-
ment cumulatifs sur-contraints. Il convient de noter que ce re´sultat a e´te´ obtenu au cours des phases
d’expe´rimentation qui sont pre´sente´es dans le chapitre 7.
Nous pre´sentons d’abord une premie`re strate´gie de recherche na¨ıve en section 5.2.1.
Nous montrons ensuite qu’elle peut eˆtre ame´liore´e, et nous introduisons notre nouvelle strate´gie de
recherche en section 5.2.2
5.2.1 Une premie`re strate´gie de recherche na¨ıve
Une premie`re strate´gie consiste a` instancier, en priorite´, les variables de de´but d’activite´s. Ces variables
sont ordonne´es selon l’ordre lexicographique des activite´s non encore instancie´es. A ces variables, nous
affectons en priorite´ la valeur minimale de leur domaine. Nous utilisons donc la strate´gie minVal de´finie
en section 1.4.
L’heuristique de choix de variable s’assure que l’on n’essaie pas d’instancier en priorite´ les variables
de couˆt ou d’objectif.
Se´mantiquement, les couˆts sont de´finis en fonction du profil cumulatif. Le profil cumulatif est de´fini
par les activite´s. Il est donc logique d’instancier les dates de de´but d’activite´s, puis d’en de´duire les couˆts,
plutoˆt que l’inverse.
Cette strate´gie est relativement na¨ıve car elle ne tient pas compte de la forme du profil cumulatif des
parties obligatoires.
5.2.2 Une nouvelle strate´gie de recherche de´die´e a` SoftCumulative
Une strate´gie de recherche en PPC peut suivre deux ordres distincts :
– nous pouvons choisir en premier lieu la prochaine variable a` instancier, puis essayer une valeur pour
cette variable,
– a` l’inverse, nous pouvons, en premier lieu, choisir une valeur a` essayer, puis, en fonction de celle-ci,
choisir la variable a` laquelle nous essayons de l’affecter.
Nous choisissons d’adopter la premie`re solution car il nous semble plus naturel d’essayer de placer
une activite´, puis de trouver une place pour celle-ci, que l’inverse. Cependant, e´tudier la strate´gie inverse
pourrait repre´senter une perspective inte´ressante a` notre travail.
Nous pre´sentons donc tout d’abord notre heuristique de choix de variable en section 5.2.2.1. Nous
de´taillons ensuite l’heuristique de choix de valeur de notre strate´gie en section 5.2.2.2.
5.2.2.1 Heuristique de choix de variable
Le principe intuitif de l’heuristique est de choisir les variables de de´but des activite´s en fonction de
leur “criticite´”.
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Dans chaque intervalle utilisateur, la forme du profil cumulatif et la capacite´ locale de cet intervalle
de´terminent le de´passement dans cet intervalle. Les de´passements de chaque intervalle utilisateur sont
ensuite agre´ge´s pour donner la valeur de la variable objectif, qui repre´sente le de´passement global. Dans
le proble`me repre´sente´ par cette contrainte, nous essayons de trouver une solution avec le de´passement
global le plus faible. Nous essayons donc de placer, en priorite´, les activite´s susceptibles de mener a` des
de´passements importants. Les autres activite´s pourront combler plus facilement les “trous” dans le profil
cumulatif.
Cas costC= max Les activite´s les plus hautes sont les plus susceptibles d’engendrer un de´passement.
Il est donc inte´ressant de les placer en premier : les autres activite´s pourront servir a` combler des “trous”
dans le profil. Il est plus facile de placer des activite´s de hauteur petites que des activite´s tre`s hautes.
Nous ordonnons les activite´s par hauteur de´croissante. Si plusieurs activite´s ont la meˆme hauteur, nous
les ordonnons par longueur de´croissante.
Cas costC= sum Les activite´s sont ordonne´es par surface de´croissante. Si plusieurs activite´s ont la
meˆme surface, nous les ordonnons par hauteur de´croissante. Les activite´s de plus grande surface sont
celles qui risquent de faire augmenter le plus les couˆts locaux et donc le couˆt total agre´ge´ (l’objectif).
5.2.2.2 Heuristique de choix de valeur
L’heuristique de choix de valeur se base sur deux crite`res :
1. nous recherchons dans le profil les intervalles de temps les plus adapte´s au placement d’une activite´
donne´e. Nous cherchons a` faire de´buter l’activite´ au point de temps qui minimise le couˆt globalement
engendre´ par son placement. Nous cherchons donc dans le profil des parties obligatoires les endroits
ou` il y a des “trous”. Pour cela :
– nous identifions des intervalles dans lesquels la hauteur du profil cumulatif est constante,
– nous cherchons a` y placer l’activite´ ai courante,
– nous e´valuons le couˆt global engendre´, afin de choisir un intervalle de temps correspondant a` un
couˆt global minimal. Nous ne tenons pas compte d’e´ventuelles bornes infe´rieures des domaines
des variables de couˆt car nous voulons limiter l’influence du placement d’une activite´ sur le couˆt
global. Conside´rer ces bornes infe´rieures pourrait sous-estimer cette influence,
2. plusieurs de ces intervalles de temps peuvent engendrer un couˆt e´gal. Nous choisissons, parmi ceux-
ci, l’intervalle de temps le plus adapte´ a` l’activite´ conside´re´e. Il s’agit de celui qui resserre le plus
le profil, c’est a` dire qu’un placement de l’activite´ dans cet intervalle de temps laissera le moins
d’e´nergie libre dans cet intervalle. Ceci permet de laisser le plus de place pour d’autres activite´s
dans les autres intervalles conside´re´s. Pour cela :
– pour chaque intervalle de´termine´ par le crite`re pre´ce´dent, nous plac¸ons l’activite´ ai dans cet
intervalle,
– nous e´valuons l’e´nergie laisse´e libre dans cet intervalle.
Pour de´finir formellement ces crite`res nous introduisons la notion de plateau.
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De´finition 48 Nous appelons plateau un intervalle de temps pl = [spl, epl[ tel que,
– pl est inclus dans un unique intervalle utilisateur pj ∈ P ,
– ∀t ∈ pl, lcj − ht reste constante.
– cet intervalle a une longueur maximale au sens de l’inclusion, c’est a` dire que :
– si spl − 1 ∈ pj : lcj − hspl−1 6= lcj − hspl,
– si epl ∈ pj : lcj − hepl 6= lcj − hspl.
Les quantite´s cout(ai, t) et comble(ai, t) de´finissent les quantite´s associe´es aux deux crite`res pre´sente´s
pre´ce´demment, pour le placement d’une activite´ ai ∈ A a` la date t. cout(ai, t) e´value le de´passement
engendre´ par le placement sur un plateau donne´ (la longueur d’une activite´ peut faire qu’elle intersecte
plusieurs plateaux). comble(ai, t) e´value l’e´nergie laisse´e libre par le placement sur ce (ces) plateau(x).
Notation 5 (cout(ai, t)) Soit ai ∈ A une activite´, t un point de temps tel que t ∈ [sai, sai],
PH l’ensemble des intervalles utilisateur intersecte´s par [t, t + dai[, et PL
t
ai
l’ensemble des plateaux
{pl0, pl1, . . . , plq−1} intersectant l’intervalle [t, t+ dai[. Alors on note cout(ai, t) le couˆt du placement de
ai au point de temps t :
– si costC= max et objC= sum :
cout(ai, t) =
∑
pj∈PH
( max
plk∈PL
t
ai
plk⊆pj
(max(hsplk + rai − lcj , 0)))
– si costC= max et objC= max :
cout(ai, t) = max
pj∈PH
( max
plk∈PL
t
ai
plk⊆pj
(max(hsplk + rai − lcj , 0)))
– si costC= sum et objC= sum :
cout(ai, t) =
∑
plk∈PLtai
(max(splk, t),min(eplk+1, t+ dai))×max(hsplk + rai − lcj(splk), 0)
– si costC= sum et objC= max :
cout(ai, t) = max
pj∈PH
(
∑
plk∈PL
t
ai
plk⊆pj
(
max(splk, t),min(eplk+1, t+ dai))×max(hsplk + rai − lcj(splk), 0)
)
Notation 6 (comble(ai, t)) Soit ai ∈ A une activite´, t un point de temps tel que t ∈ [sai, sai], et PL
t
ai
l’ensemble des plateaux {pl0, pl1, . . . , plq−1} intersectant l’intervalle [t, t+ dai[. Nous notons
comble(ai, t) =
∑
plk∈PLtai
(max(splk, t),min(eplk+1, t+ dai))×max(lcj(splk)− hsplk − rai, 0))
Alors, pour une activite´ ai ∈ A, la valeur t ∈ [sai, sai] a` essayer en priorite´ pour la variable sai est :
1. celle qui minimise cout(ai, t),
2. en cas d’e´galite´, celle qui minimise comble(ai, t).
L’exemple 42 illustre notre strate´gie de recherche.
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Exemple 42 La Figure 5.19 montre un profil cumulatif avec des “trous”. Nous posons ici costC= max
et objC= sum. Dans cet exemple, nous conside´rons que les couˆts et objectif ne sont pas contraint, c’est
a` dire qu’on ne conside`re pas les bornes supe´rieures de leur domaine. Nous conside´rons que les activite´s
conside´re´es n’ont pas de partie obligatoire. Si elles en ont, elles ont e´te´ retire´es du profil avant affectation.
Nous ordonnons dans un premier temps les activite´s selon l’ordre en section 5.2.2.1. La premie`re activite´
que nous essayons de placer est la plus haute. Puis nous appliquons la strate´gie de recherche de´crite
pre´ce´demment.
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Figure 5.19 – Strate´gie de recherche pour un proble`me ou` 3 activite´s ne sont pas fixe´es et n’ont pas de
partie obligatoire. Le domaine de leurs variables de de´but et de fin leur permettent d’eˆtre place´s dans
l’ensemble de l’intervalle [0, 8[Le profil cumulatif des parties obligatoires a` une hauteur de 1 entre les
points de temps 0 et 1, et entre les points 5 et 7, et une hauteur de 2 entre les points de temps 7 et 8.
Sa hauteur est nulle ailleurs. Les activite´s sont ordonne´es par hauteur de´croissante, puis nous les plac¸ons
aux endroits du profil cumulatif qui engendrent le moins de de´passement possible. Nous utilisons les
parame`tres costC= max et objC= sum. Ainsi, l’activite´ a0 est place´e en premier au point de temps 1
(cout(a0, 1) = 1) : elle y engendre un de´passement de 1. En 2 ou 3 elle aurait e´galement engendre´ le
meˆme de´passement : ces 3 solutions sont e´quivalentes. A tout autre endroit, le de´passement aurait e´te´
supe´rieur. Puis, l’activite´ a4 est place´e en 3 : elle engendre un de´passement de 1 (cout(a4, 3) = 1). En 4
elle aurait e´galement engendre´ le meˆme de´passement : ces 2 solutions sont e´quivalentes. Enfin, l’activite´
a2 est place´e en 5, elle y engendre un de´passement de 1 (cout(a2) = 1). Placer a2 en 4 aurait engendre´
le meˆme de´passement (cout(a2, 4) = 1) mais aurait moins resserre´ le profil. En effet, comble(a2, 4) = 1
et comble(a2, 5) = 0 : placer a2 en 4 aurait laisse´ une e´nergie libre de 1 sous la capacite´ dans le second
intervalle.
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6.1 Introduction
Une des raisons d’eˆtre des contraintes globales peut eˆtre d’encapsuler, dans une seule contrainte,
le coeur d’un proble`me. Nous avons pre´sente´ dans les chapitres pre´ce´dents plusieurs algorithmes de
filtrage pour la contrainte Cumulative, et nous avons propose´ de nouveaux algorithmes de filtrage pour
la contrainte SoftCumulative.
Une alternative a` l’emploi de ces contraintes est l’utilisation de de´compositions.
Une de´composition est la repre´sentation d’une contrainte a` l’aide d’un ensemble de contraintes, ge´ne´-
ralement plus primitives. Utiliser une de´composition peut ne´cessiter l’ajout de nouvelles variables dans le
mode`le. Un des avantages des de´compositions est qu’elle fournissent une mode´lisation simple et adaptable
a` n’importe quel solveur dans lequel ne serait pas imple´mente´e la contrainte concerne´e. On peut parfois
y trouver d’autres avantages, comme par exemple un meilleur comportement avec certaines strate´gies de
recherche ge´ne´riques, ou encore le fait d’e´viter de manipuler des structures de donne´es complexes dans
un algorithme de filtrage de´die´. En revanche, si le nombre de variables supple´mentaires est trop e´leve´
ou si le filtrage obtenu a` l’aide de la de´composition est trop faible, alors les classes de proble`mes qu’une
de´composition permet de re´soudre peuvent s’ave´rer rapidement tre`s restreintes, en comparaison avec la
contrainte d’origine.
Dans notre contexte, il semble intuitif que Cumulative et SoftCumulative donnent de meilleurs re´-
sultats que des de´compositions. Cependant, Schutt et al. montrent dans [77] que de´composer la contrainte
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Cumulative, en l’associant a` des techniques de re´solution de type SAT permet de re´soudre certaines ins-
tances difficiles de l’e´tat de l’art de taille raisonnable, de taille raisonnable (120 activite´s maximum). Ils
ferment notamment certaines instances ouvertes de la PSPLib [45], qui est une librairie de “benchmar-
king” bien connue pour les proble`mes cumulatifs. Dans cette the`se nous n’avons pas e´tudie´ de techniques
hybridant la programmation par contrainte et SAT. En revanche, il nous a semble´ inte´ressant d’e´tudier
les de´compositions des contraintes Cumulative et SoftCumulative dans le cadre de la programmation
par contrainte.
Trois questions ouvertes nous semblaient importantes au de´but de cette e´tude.
1. Peut-on adapter facilement les de´compositions existantes de Cumulative a` la contrainte SoftCu-
mulative ?
2. Peut-on concevoir une de´composition de Cumulative (respectivement de SoftCumulative) qui
ne´cessite un nombre de variables supple´mentaire demeurant raisonnable, par exemple de l’ordre de
O(n), ou` n est le nombre de variables de la contrainte d’origine ?
3. Quelle est l’efficacite´ pratique de ces de´compositions ?
Nous pre´sentons dans ce chapitre trois principes de de´composition des contraintes Cumulative et
SoftCumulative, qui re´pondent aux questions 1 et 2 ci-dessus. L’analyse expe´rimentale des de´composi-
tions sera re´alise´e dans le prochain chapitre.
Dans notre e´tude, nous abordons uniquement les de´compositions de la SoftCumulative avec les
parame`tres costC= max et objC= sum. Pour plus de clarte´, nous conside´rons des longueurs et des
hauteurs constantes pour les activite´s.
6.2 De´compositions temps-ressource
6.2.1 De´composition temps-ressource de Cumulative
Nous pre´sentons la de´composition la plus intuitive de la contrainte Cumulative, appele´e de´composition
temps-ressource [1, 77].
Pour cela nous nous appuyons sur l’exemple donne´ par la Figure 6.1. Elle repre´sente une solution
d’un proble`me cumulatif a` 4 activite´s et indique les valeurs affecte´es aux diffe´rentes variables de sa
de´composition temps-ressource.
6.2. De´compositions temps-ressource 123
0 1 2 3 4 5 6
0
1
2
3
4
5
6
a0a3
a2
a1
sa0
sa1
sa2
sa3
ca0
ca1
ca2
ca3
capa
C
o
n
so
m
m
a
ti
o
n
Temps
h
0
=
2
h
1
=
3
h
2
=
1
h
3
=
4
h
4
=
5
h
5
=
4
p
0
0
=
0
,
p
1
0
=
0
,p
2
0
=
2
,
p
3
0
=
0
p
0
1
=
0
,
p
1
1
=
1
,p
2
1
=
2
,
p
3
1
=
0
p
0
2
=
0
,
p
1
2
=
1
,p
2
2
=
0
,
p
3
2
=
0
p
0
3
=
0
,
p
1
3
=
1
,p
2
3
=
0
,
p
3
3
=
3
p
0
4
=
4
,
p
1
4
=
1
,p
2
4
=
0
,
p
3
4
=
0
p
0
5
=
4
,
p
1
5
=
0
,p
2
5
=
0
,
p
3
5
=
0
Figure 6.1 – Une solution d’un proble`me cumulatif a` 4 activite´s mode´lise´ par la de´composition temps-
ressource de Cumulative. Pour chaque activite´ ai et chaque point de temps j, la variable pij prend la
valeur de la hauteur de l’activite´ si celle-ci est pre´sente en j, la valeur 0 sinon. La hauteur hj du profil en
chaque point de temps j est e´gale a`
∑
i∈[0,3] pij . En chaque point de temps j, hj est infe´rieure ou e´gale a`
la capacite´ capa.
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Soient n le nombre d’activite´s, et m le nombre de points de temps du proble`me cumulatif repre´sente´
par la contrainte Cumulative(A, capa).
Cette de´composition utilise n ×m variables pij qui peuvent eˆtre instancie´es aux valeurs suivantes :
la hauteur rai de l’activite´ ai ∈ A, si et seulement si ai est pre´sente au point de temps j, et la valeur 0
sinon. L’exemple 43 pre´sente de telles variables dans le cas instancie´.
Exemple 43 Dans le cas instancie´ repre´sente´ par la Figure 6.1, les valeurs affecte´es aux variables pij
sont re´sume´es dans le tableau suivant, avec les colonnes repre´sentant les points de temps j et les lignes
repre´sentant les activite´s ai. Les cases grise´es repre´sentent le domaine [sai, cai[ de chaque activite´ ai ∈ A,
c’est a` dire les points de temps par lesquels l’activite´ ai passe.
ai\j 0 1 2 3 4 5
a0 0 0 0 0 ra0 = 4 ra0 = 4
a1 0 ra1 = 1 ra1 = 1 ra1 = 1 ra1 = 1 0
a2 ra2 = 2 ra2 = 2 0 0 0 0
a3 0 0 0 ra3 = 3 0 0
En chaque point de temps j, la somme des valeurs de ces variables donne la hauteur du profil hj ,
comme l’illustre l’exemple 44. On peut alors comparer cette hauteur a` la capacite´ capa. La contrainte est
respecte´e si la hauteur est infe´rieure a` capa pour tout point de temps j. Dans le cas contraire, elle est viole´e.
Exemple 44 Dans le cas instancie´ repre´sente´ par la Figure 6.1, les valeurs affecte´es aux variables hj,et la
capacite´ capa sont indique´s dans le tableau suivant. En chaque point de temps j, hj ≤ capa. La contrainte
est donc satisfaite.
j 0 1 2 3 4 5
hj 2 3 1 4 5 4
capa 5
Nous donnons maintenant une de´finition formelle de cette de´composition temps-ressource.
De´composition 1 (De´composition temps-ressource de la contrainte Cumulative) Soit une res-
source avec une capacite´ limite´e par un entier capa et un ensemble A = {a0, a1, . . . , an−1} de n activite´s,
finissant au plus tard en m ≥ c(A), c(A) e´tant la date de fin au plus tard de l’ensemble A, comme de´fini
par la Notation 2. La contrainte Cumulative(A, capa) est e´quivalente a` la de´composition suivante.
Variables
– Un ensemble de variables entie`res H = {h0, h1, . . . , hm−1}, tel que, pour tout j ∈ [0,m − 1], hj
repre´sente la hauteur du profil cumulatif au point de temps j, avec D(hj) = [0, capa],
– un ensemble de variables entie`res P = {pij |i ∈ [0, n− 1], j ∈ [0,m− 1]}, tel que, pour tout ai ∈ A,
et pour tout j ∈ [0,m− 1], pij repre´sente la contribution de l’activite´ ai au point de temps j, avec
D(pij) = {0, rai}.
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Contraintes
– Pour toute activite´ ai ∈ A :
– sai + dai = cai,
– pour tout point de temps j ∈ [0,m − 1], ([j ≥ sai ∧ j < cai] ∧ [pij = rai]) ∨ ([j < sai ∨ j ≥
cai] ∧ [pij = 0]),
– pour tout point de temps j ∈ [0,m− 1] :
– hj =
∑
i∈[0,n−1](pij),
– hj ≤ capa.
6.2.2 Contribution : de´composition temps-ressource de SoftCumulative
Nous e´tendons la de´composition temps-ressource de la contrainte Cumulative, de´crite en section 6.2.1,
au cas SoftCumulative.
Pour de´crire cette extension, nous nous appuyons sur l’exemple donne´ par la Figure 6.2. Elle repre´sente
une solution d’un proble`me cumulatif relaxe´ a` 4 activite´s, mode´lise´ par la contrainte SoftCumulative.
Elle indique les valeurs affecte´es aux diffe´rentes variables de sa de´composition temps-ressource.
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Figure 6.2 – Une solution d’un proble`me cumulatif relaxe´ a` 4 activite´s et 3 intervalles utilisateur,
mode´lise´ par la de´composition temps-ressource de SoftCumulative. Celui-ci est pose´ avec D(cost0) =
[0, 1], D(cost1) = [0, 3], D(cost2) = [0, 2] et D(obj) = [0, 6]. Pour chaque activite´ ai et chaque point
de temps j, la variable pij prend la valeur de la hauteur de l’activite´ si celle-ci est pre´sente en j, la
valeur 0 sinon. La hauteur hj du profil en chaque point de temps j est e´gale a`
∑
i∈[0,3] pij . En chaque
point de temps j de l’intervalle pk, si hj est infe´rieure ou e´gale a` la capacite´ lck, contribj = 0, sinon,
contribj = hj − lck. Les couˆts sont fonctions des variables contrib, et l’objectif est fonction des couˆts.
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Soient n le nombre d’activite´s, et m le nombre de points de temps du proble`me cumulatif re-
laxe´ repre´sente´ par la contrainte SoftCumulative(A, capa, P, Loc,Cost , obj,costC ,objC ). On conside`re
ici costC= max, et objC= sum.
Cette de´composition utilise n×m variables pij qui peuvent eˆtre instancie´es aux valeurs suivantes : la
hauteur de l’activite´ ai ∈ A si et seulement si elle est pre´sente au point de temps j, et la valeur 0 sinon.
L’exemple 45 donne les valeurs associe´es a` ces variables pour la Figure 6.2.
Exemple 45 Dans le cas instancie´ repre´sente´ par la Figure 6.2, les valeurs affecte´es aux variables pij
sont re´sume´es dans le tableau suivant, avec les colonnes repre´sentant les points de temps j et les lignes
repre´sentant les activite´s ai. Les cases grise´es repre´sentent le domaine [sai, cai[ de chaque activite´ ai ∈ A,
c’est a` dire les points de temps par lesquels l’activite´ ai passe.
ai\j 0 1 2 3 4 5 6
a0 0 0 0 0 ra0 = 4 ra0 = 4 0
a1 0 ra1 = 1 ra1 = 1 ra1 = 1 ra1 = 1 0 0
a2 ra2 = 2 ra2 = 2 0 0 0 0 0
a3 0 0 0 ra3 = 3 0 0 0
Une variable hj est associe´e a` chaque point de temps j et donne la hauteur du profil au point de
temps j en sommant les variables pij .
Il convient e´galement de prendre en compte les intervalles utilisateur pk ∈ P , et donc de diffe´rencier
les capacite´s locales lck ∈ Loc. Pour cela, nous ajoutons au mode`le les variables de couˆt costk ∈ Cost
associe´es aux intervalles utilisateur et une variable objectif obj. Pour tout point de temps j ∈ pk, la
hauteur du profil n’est pas contrainte a` eˆtre infe´rieure a` la capacite´ locale lck, mais le de´passement
contribj = hj − lck doit eˆtre infe´rieur au couˆt maximal autorise´ costk. Le couˆt associe´ a` un intervalle pk
est le maximum des variables contribj telles que j ∈ pk.
Enfin, la valeur de l’objectif obj est e´gale a` la somme des valeurs des variables de Cost. L’ensemble
des valeurs de ces variables dans le cas de la Figure 6.2 est donne´ dans l’exemple 46.
Exemple 46 Dans le cas instancie´ repre´sente´ par la Figure 6.2, les valeurs affecte´es aux variables hj sont
indique´es dans le tableau suivant. Pour chaque intervalle pk ∈ P , la capacite´ lck, les contribj associe´es
a` chaque point de temps et les valeurs des variables de couˆt sont e´galement indique´es dans le tableau
suivant. Nous grisons les valeurs de hj et contribj responsable du couˆt dans chaque intervalle. Nous
avons : D(cost0) = [0, 1], D(cost1) = [0, 3], D(cost2) = [0, 2] et D(obj) = [0, 6]. En chacun des intervalles
pk ∈ P , costk ≤ costk. Enfin, la valeur de obj est repre´sente´e. Elle est infe´rieure a` obj. La contrainte est
donc satisfaite.
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j 0 1 2 3 4 5 6
pk p0 p1 p2
hj 2 3 1 4 5 4 0
lck 2 3 2
contribj 0 0 0 1 2 2 0
costk 0 2 2
obj 4
Nous donnons maintenant une de´finition formelle de l’adaptation a` SoftCumula-
tive de cette de´composition temps-ressource, dans le cas ou` l’on repre´sente la contrainte
SoftCumulative(A, capa, P, Loc,Cost , obj,max, sum). Les de´compositions de SoftCumulative avec
d’autres parame`tres costC et objC sont similaires.
De´composition 2 (De´composition temps-ressource de la contrainte SoftCumulative) Soient
un ensemble A = {a0, a1, . . . , an−1} de n activite´s, un entier capa, P = {p0, p1, . . . , pp−1} une partition de
l’horizon de temps m, Loc = {lc0, lc1, . . . , lcp−1} un ensemble d’entiers repre´sentant les capacite´s locales
des intervalles de´finis dans P , Cost = {cost0, cost1, . . . , costp−1} un ensemble de variables de couˆt, obj
une variable d’objectif les agre´geant . La contrainte SoftCumulative(A, capa, P, Loc,Cost , obj,max, sum)
est e´quivalente a` la de´composition suivante.
Variables
– Un ensemble de variables entie`res H = {h0, h1, . . . , hm−1} tel que, pour tout j ∈ [0,m − 1], hj
repre´sente la hauteur du profil cumulatif au point de temps j, avec j ∈ pk, et D(hj) = [0, lck+costk],
– un ensemble de variables entie`res P = {pij |i ∈ [0, n− 1], j ∈ [0,m− 1]} tel que, pour tout ai ∈ A,
et pour tout j ∈ [0,m− 1], pij repre´sente la contribution de l’activite´ ai au point de temps j, avec
D(pij) = {0, rai},
– un ensemble de variables entie`res contrib = {contrib0, contrib1, . . . , contribm−1}, tel que, pour tout
j ∈ [0,m− 1], avec j ∈ pk, contribj repre´sente le de´passement de la capacite´ lck au point de temps
j, avec D(contribj) = [0, costk].
Contraintes
– Pour toute activite´ ai ∈ A :
– sai + dai = cai,
– pour tout point de temps j ∈ [0,m − 1], ([j ≥ sai ∧ j < cai] ∧ [pij = rai]) ∨ ([j < sai ∨ j ≥
cai] ∧ [pij = 0]),
– pour tout point de temps j ∈ [0,m− 1] :
– hj =
∑
i∈[0,n−1](pij)
– pour pk ∈ P tel que, j ∈ pk, contribj = max(0, hj − lck)
– ∀k ∈ [0, |Cost| − 1], costk = maxj∈pk(contribj)
– obj =
∑
k∈[0,|Cost|−1](costk)
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6.3 De´compositions activite´-ressource
6.3.1 De´composition activite´-ressource de Cumulative
El Kholy [26], Schutt et al. [77], puis Beldiceanu et al. [9] pre´sentent une autre de´composition de
la contrainte Cumulative, la de´composition activite´-ressource. Celle-ci utilise un nombre de variables de
l’ordre de O(n2), avec n le nombre d’activite´s du proble`me.
Plutoˆt que de cre´er une variable par point de temps et par activite´, le nombre de points de temps
conside´re´s par la de´composition est ici e´gal au nombre d’activite´s.
Pour la pre´senter, nous nous appuyons sur l’exemple donne´ par la Figure 6.3. Elle repre´sente une
solution d’un proble`me cumulatif a` 4 activite´s, mode´lise´ par la contrainte Cumulative. Elle spe´cifie les
valeurs affecte´es aux diffe´rentes variables de sa de´composition temps-ressource.
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Figure 6.3 – Une solution d’un proble`me cumulatif a` 4 activite´s mode´lise´ par la de´composition activite´-
ressource de Cumulative. Pour toutes activite´s ai, aj ∈ A, la variable rij prend la valeur de la hauteur
raj de l’activite´ aj si celle-ci est pre´sente en sai, la valeur 0 sinon. La hauteur sri du profil a` la date
de de´but sai de l’activite´ ai est e´gale a`
∑
j∈[0,2] rij . En chaque de´but d’activite´ sai, sri est infe´rieure ou
e´gale a` la capacite´ capa.
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Soit n le nombre d’activite´s d’un proble`me cumulatif repre´sente´ par la contrainte
Cumulative(A, capa). n2 variables rij sont cre´e´es. Pour toutes activite´s ai, aj ∈ A, rij prend la
valeur de la hauteur de l’activite´ aj ∈ A si elle est pre´sente a` la date de de´but de l’activite´ ai, et 0 sinon,
comme l’illustre l’exemple 47 dans le cas de la Figure 6.3.
Exemple 47 Dans le cas instancie´ repre´sente´ par la Figure 6.3, les valeurs affecte´es aux variables rij
sont re´sume´es dans le tableau suivant, avec les lignes repre´sentant les ai et les colonnes les aj. Les cases
grise´es repre´sentent les activite´s aj passant par la date de de´but sai de ai.
ai\aj a0 a1 a2 a3
a0 ra0 = 4 ra1 = 1 0 0
a1 0 ra1 = 1 ra2 = 2 0
a2 0 0 ra2 = 2 0
a3 0 ra1 = 1 0 ra3 = 3
En chaque date de de´but d’activite´ sai, la somme des valeurs de ces variables donne la hauteur
du profil sri. Conside´rer la hauteur du profil aux dates de de´but des activite´s suffit. En effet, une
augmentation de hauteur du profil cumulatif ne peut survenir que lorsqu’une activite´ de´bute. Chaque
hauteur sri est compare´e a` la capacite´ capa. La contrainte est respecte´e si, pour toute activite´ ai ∈ A,
sri ≤ capa. Elle est viole´e dans le cas contraire. La valeur des variables sri est donne´ par l’exemple 48
dans le cas de la Figure 6.3.
Exemple 48 Dans le cas instancie´ repre´sente´ par la Figure 6.3, les valeurs affecte´es aux variables
sri,et la capacite´ capa sont indique´s dans le tableau suivant. En chacun des points de temps conside´re´s
sri ≤ capa. La contrainte est donc satisfaite.
ai a0 a1 a2 a3
sai 4 1 0 3
sri 5 3 2 4
capa 5
Nous de´crivons a` pre´sent formellement la de´composition activite´-ressource de la contrainte Cumula-
tive.
De´composition 3 (De´composition activite´-ressource de la contrainte Cumulative) Soit une res-
source avec une capacite´ limite´e par un entier capa et un ensemble A = {a0, a1, . . . , an−1} de n activite´s.
La contrainte Cumulative(A, capa) est e´quivalente a` la de´composition suivante.
Variables
– un ensemble de variables entie`res R = {rij |i ∈ [0, n− 1], j ∈ [0, n− 1]} tel que, pour tout ai, aj ∈ A
(ai et aj n’e´tant pas ne´cessairement distinctes), rij repre´sente la contribution de l’activite´ aj a` la
date de de´but de l’activite´ ai, avec D(rij) = {0, raj},
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– un ensemble de variables entie`res SR = {sr0, sr1, . . . , srn−1} tel que, pour tout ai ∈ A, sri repre´-
sente la hauteur cumule´e des activite´s passant par la date de de´but de ai, avec D(sri) = [0, capa].
Contraintes
– Pour toute activite´ ai ∈ A :
– sai + dai = cai,
– ∀aj ∈ A, ([sai ≥ saj ∧ sai < caj ] ∧ [rij = raj ]) ∨ ([sai < saj ∧ sai ≥ caj ] ∧ [rij = 0]),
– sri =
∑
j∈[0,n−1](rij),
– sri ≤ capa.
6.3.2 Contribution : de´composition activite´-ressource de SoftCumulative
Nous e´tendons la de´composition quadratique de la contrainte Cumulative, de´crite en section 6.3.1,
au cas de la contrainte SoftCumulative.
Il y est ne´cessaire de conside´rer les dates de changement d’intervalle utilisateur, pour deux raisons :
– la capacite´ peut changer entre deux intervalles utilisateur, il est donc ne´cessaire de comparer la
hauteur du profil a` la capacite´ en chaque intervalle utilisateur : la date de de´but de chaque intervalle
suffit,
– des activite´s peuvent passer dans plusieurs intervalles utilisateur. Il ne suffit pas de conside´rer
uniquement l’intervalle utilisateur ou` ces activite´s de´butent : il est ne´cessaire de les prendre en
compte en chacun des intervalles utilisateur.
Pour pre´senter cette extension, nous nous appuyons sur l’exemple donne´ par la Figure 6.4. Elle re-
pre´sente une solution d’un proble`me cumulatif relaxe´ a` 4 activite´s, mode´lise´ par la contrainte SoftCu-
mulative. Elle indique les valeurs affecte´es aux diffe´rentes variables de sa de´composition quadratique.
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Figure 6.4 – Une solution d’un proble`me cumulatif relaxe´ a` 4 activite´s et 3 intervalles utilisateur. Celui-ci
est pose´ avecD(cost0) = [0, 1], D(cost1) = [0, 3], D(cost2) = [0, 2] et D(obj) = [0, 6]. Pour chaque activite´
ai ∈ A, pour toute activite´ aj ∈ A, la variable rij prend la valeur de la hauteur raj de l’activite´ aj si
celle-ci est pre´sente en sai, la valeur 0 sinon. Pour chaque intervalle pk ∈ P , pour toute activite´ aj ∈ A,
la variable tkj prend la valeur de la hauteur raj de l’activite´ aj si celle-ci est pre´sente en spk, la valeur 0
sinon. La hauteur sri du profil a` la date de de´but sai de l’activite´ ai est e´gale a`
∑
j∈[0,3] rij . La hauteur
stk du profil a` la date de de´but spk de l’intervalle pk est e´gale a`
∑
j∈[0,3] tkj . En chaque date de de´but
d’activite´ sai dans l’intervalle pk, si sri est infe´rieure ou e´gale a` la capacite´ lck, contrib
A
i = 0, sinon,
contribAi = sri − lck. En chaque date de de´but d’intervalle spk de l’intervalle pk, si stk est infe´rieure ou
e´gale a` la capacite´ lck, contrib
P
k = 0, sinon, contrib
P
k = stk − lck. Les couˆts sont fonctions des variables
de type contrib, et l’objectif est fonction des couˆts.
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Soient n le nombre d’activite´s, et m le nombre de points de temps du proble`me cumulatif repre´sente´
par la contrainte SoftCumulative(A, capa, P, Loc,Cost , obj,costC ,objC ). On conside`re ici costC= max,
et objC= sum.
n2 variables rij sont cre´e´es. Pour toutes activite´s ai, aj ∈ A, rij prend la valeur de la hauteur de l’ac-
tivite´ aj ∈ A, si elle est pre´sente a` la date de de´but de l’activite´ ai, et 0 sinon, comme l’illustre l’exemple
49, dans le cas de la Figure 6.4.
Exemple 49 Dans le cas instancie´ repre´sente´ par la Figure 6.4, les valeurs affecte´es aux variables rij
sont re´sume´es dans le tableau suivant, avec les lignes repre´sentant les ai et les colonnes les aj. Les cases
grise´es repre´sentent les activite´s aj passant par la date de de´but sai de ai.
ai\aj a0 a1 a2 a3
a0 ra0 = 4 ra1 = 1 0 0
a1 0 ra1 = 1 ra2 = 2 0
a2 0 0 ra2 = 2 0
a3 0 ra1 = 1 0 ra3 = 3
Pour prendre en compte les intervalles utilisateur pk ∈ P , nous introduisons p× n variables tkj . Pour
tout intervalle pk ∈ P et toute activite´ aj ∈ A, tkj prend la valeur de la hauteur de l’activite´ aj , si elle
est pre´sente a` la date de de´but d’intervalle spk, et 0 sinon, comme l’illustre l’exemple 50, dans le cas de
la Figure 6.4.
Exemple 50 Dans le cas instancie´ repre´sente´ par la Figure 6.4, les valeurs affecte´es aux variables tkj
sont indique´es dans le tableau suivant, avec les lignes repre´sentant les pk et les colonnes les aj. Les cases
grise´es repre´sentent les activite´s aj passant par la date de de´but spk de l’intervalle pk.
pk\aj a0 a1 a2 a3
p0 0 0 ra2 = 2 0
p1 0 ra1 = 1 ra2 = 2 0
p2 ra0 = 4 0 0 0
Une variable de hauteur sri est associe´e a` chaque date de de´but d’activite´ sai, et une variable de
hauteur stk est associe´e a` chaque date de de´but d’intervalle spk. sri et stk sont la somme des hauteurs
des activite´s passant par le de´but de l’activite´ ai et par le de´but de l’intervalle pk, respectivement.
Nous ajoutons au mode`le les variables de couˆt costk ∈ Cost associe´es aux intervalles utilisateur et
la variable objectif obj. Ces variables quantifient les de´passements de capacite´. Il est alors ne´cessaire de
diffe´rencier les capacite´s locales lck ∈ Loc, selon les intervalles..
Pour toute date de de´but d’activite´ sai ∈ pk, la hauteur du profil n’est pas contrainte a` eˆtre infe´rieure
a` la capacite´ locale lck. Cependant, le de´passement a` la date de de´but d’activite´ sai : contrib
A
i = sri− lck
doit eˆtre infe´rieur au couˆt maximal autorise´ costk.
De la meˆme manie`re, le de´passement a` la date de de´but d’intervalle spk : contrib
P
k = stk − lck doit
eˆtre infe´rieur au couˆt maximal autorise´ costk. Il est ne´cessaire de recalculer le de´passement a` la date de
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de´but d’intervalle, avec la hauteur de profil courante. En effet, la capacite´ y est potentiellement diffe´rente
de celle de l’intervalle pre´ce´dent, et la valeur du de´passement peut donc y eˆtre modifie´e.
Le couˆt associe´ a` un intervalle pk est le maximum entre la valeur de la variable contrib
P
k et le maximum
des valeurs des variables contribAi telles que sai ∈ pk.
Enfin, la valeur de l’objectif obj est e´gale a` la somme des valeurs des variables de Cost. L’ensemble
des valeurs affecte´es a` ces variables dans le cas de la Figure 6.4 sont pre´sente´s dans l’exemple 51.
Exemple 51 Dans le cas instancie´ repre´sente´ par la Figure 6.4, les valeurs affecte´es aux variables sri
et stk sont indique´es dans le tableau suivant. Pour chaque intervalle pk ∈ P , la capacite´ lck, les variables
contribAi associe´es a` chaque de´but d’activite´, les variables contrib
P
k associe´es a` chaque de´but d’intervalle
utilisateur, et les valeurs des variables de couˆt sont e´galement indique´es dans le tableau suivant. Nous
grisons les valeurs de sri, stk, contrib
A
i et contrib
P
k responsables du couˆt dans chaque intervalle. Nous
avons : D(cost0) = [0, 1], D(cost1) = [0, 3], D(cost2) = [0, 2] et D(obj) = [0, 6].En chacun des intervalles
pk ∈ P , costk ≤ costk. Enfin, la valeur de obj est repre´sente´e. Elle est infe´rieure a` obj. La contrainte est
donc satisfaite.
ai a2 a1 a3 a0
dates conside´re´es sp0 = 0 sa2 = 0 sp1 = 1 sa1 = 1 sa3 = 3 sa0 = 4 sp2 = 5
pk p0 p1 p2
sri 2 3 4 5
stk 2 3 4
lck 2 3 2
contribAi 0 0 1 2
contribPk 0 0 2
costk 0 2 2
obj 4
Nous de´finissons ensuite formellement la de´composition activite´-ressource de la contrainte SoftCumu-
lative, dans le cas ou` l’on repre´sente la contrainte SoftCumulative(A, capa, P, Loc,Cost , obj,max, sum).
Les de´compositions de SoftCumulative avec d’autres parame`tres costC et objC sont similaires.
De´composition 4 (De´composition activite´-ressource de la contrainte SoftCumulative) Soient
un ensemble A = {a0, a1, . . . , an−1} de n activite´s, un entier capa, P = {p0, p1, . . . , pp−1} une partition de
l’horizon de temps m, Loc = {lc0, lc1, . . . , lcp−1} un ensemble d’entiers repre´sentant les capacite´s locales
des intervalles de´finis dans P , Cost = {cost0, cost1, . . . , costp−1} un ensemble de variables de couˆt, obj
une variable d’objectif les agre´geant. La contrainte SoftCumulative(A, capa, P, Loc, Cost , obj,max, sum)
est e´quivalente a` la de´composition suivante.
Variables
– Un ensemble de variables entie`res R = {rij |i ∈ [0, n−1], j ∈ [0,m−1]} tel que, pour tout ai, aj ∈ A
(ai et aj n’e´tant pas ne´cessairement distinctes), rij repre´sente la contribution de l’activite´ aj a` la
date de de´but de l’activite´ ai, avec D(rij) = {0, raj},
– un ensemble de variables entie`res SR = {sr0, sr1, . . . , srn−1} tel que, pour tout ai ∈ A, sri re-
pre´sente la hauteur cumule´e des activite´s passant par la date de de´but de ai, avec D(sri) =
[0,maxpk∈P (lck + costk)],
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– un ensemble de variables entie`res T = {tkj |k ∈ [0, p − 1], j ∈ [0, n− 1]} tel que, pour tout aj ∈ A
et pk ∈ P , tkj repre´sente la contribution de l’activite´ aj a` la date de de´but de l’intervalle pk, avec
D(tkj) = {0, raj},
– un ensemble de variables entie`res ST = {st0, st1, . . . , stp−1} tel que, pour tout pk ∈ P , stk repre´sente
la hauteur cumule´e des activite´s passant par la date de de´but de l’intervalle pk, avec D(stk) =
[0, lck + costk],
– un ensemble de variables entie`res contribA = {contribA0 , contrib
A
1 , . . . , contrib
A
n−1}, tel que, pour
tout ai ∈ A, contribAi repre´sente le de´passement de la capacite´ locale a` la date de de´but de ai, avec
D(contribAi ) = [0,maxpk∈P (costk)],
– un ensemble de variables entie`res contribP = {contribP0 , contrib
P
1 , . . . , contrib
P
p−1}, tel que, pour
tout pk ∈ P , contrib
P
k repre´sente le de´passement de la capacite´ lck a` la date de de´but de pk, avec
D(contribPk ) = [0, costk].
Le nombre de variables utilise´es par cette de´composition est donc de n2 + n× p+ 2× (n+ p).
Contraintes
– Pour toute activite´ ai ∈ A :
– sai + dai = cai,
– ∀aj ∈ A, ([sai ≥ saj ∧ sai < caj ] ∧ [rij = raj ]) ∨ ([sai < saj ∧ sai ≥ caj ] ∧ [rij = 0]),
– sri =
∑
j∈[0,n−1](rij),
– pour k tel que sai ∈ pk, contribAi = max(0, sri − lck),
– pour tout intervalle pk ∈ P :
– ∀aj ∈ A, ([spk ≥ saj ∧ spk < caj ] ∧ [tkj = raj ]) ∨ ([spk < saj ∧ spk ≥ caj] ∧ [tkj = 0]),
– stk =
∑
j∈[0,n−1](tkj),
– contribPk = max(0, stk − lck),
– ∀k ∈ [0, |Cost| − 1], costk = max(contribPk ,maxai∈A|sai∈pk(contrib
A
i )),
– obj =
∑
k∈[0,|Cost|−1](costk).
6.4 Une de´composition line´aire en nombre de variables
La de´composition temps-ressource des contraintes Cumulative et SoftCumulative est de´pendante
du nombre de points de temps de l’horizon, et du nombre d’activite´s. Les horizons de temps conside´re´s
dans ce type de proble`mes peuvent eˆtre importants, de meˆme que le nombre d’activite´s conside´re´es. Le
nombre de variables peut ainsi eˆtre tre`s haut.
La de´composition activite´-ressource, quant a` elle, un nombre de variables quadratique par rapport au
nombre d’activite´s. Ce n’est pas ne´cessairement proble´matique pour des proble`mes de petite taille, mais
peut l’eˆtre pour d’autres proble`mes.
De`s lors, introduire une de´composition line´aire en nombre de variables peut eˆtre inte´ressant.
6.4.1 Contribution : de´composition line´aire de Cumulative
Nous introduisons une de´composition de la contrainte Cumulative impliquant un nombre de variables
de l’ordre de O(n), ou` n est le nombre d’activite´s. A notre connaissance, aucune de´composition line´aire
n’avait e´te´ jusque la` propose´e.
Pour illustrer notre description, nous nous appuyons sur la Figure 6.5. Elle repre´sente une solution
d’un proble`me cumulatif a` 4 activite´s et spe´cifie les valeurs affecte´es aux diffe´rentes variables de sa
de´composition line´aire.
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Figure 6.5 – Une solution d’un proble`me cumulatif a` 4 activite´s. Chaque activite´ ai engendre deux
variables : une variable deltas[i] = rai correspondant a` la date sai, et une variable deltas[n+ i] = −rai
correspondant a` cai. Ces variables sont ensuite trie´es par dates croissantes dans les tableaux datesT riees
et deltasT ries. Par souci de clarte´, sur le sche´ma, ces variables sont de´ja` trie´es. La variable profil[0] prend
la valeur de variable deltasT ries[0]. A chaque date associe´e a` une variable deltaT ries[j] correspond une
variable profil[j] = profil[j− 1]+ deltasT ries[j] selon le cas. A chaque changement de date, c’est a` dire
que deltasT ries[j + 1] n’est pas associe´e a` la meˆme date que deltasT ries[j], profil[j] donne la hauteur
du profil. Celle-ci est infe´rieure a` capa.
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Soit n le nombre d’activite´s d’un proble`me cumulatif repre´sente´ par la contrainte
Cumulative(A, capa). Cette de´composition ne prend en compte que les 2 × n points de temps
correspondant au de´but sai ou a` la fin cai d’une d’activite´ ai ∈ A. Ces variables de dates sont consigne´es
dans un tableau dates.
A chacune de ces dates est associe´ une variation du profil : si une activite´ est fixe´e, le profil cumulatif
prend en compte sa hauteur pendant toute la dure´e de cette activite´. Cette variation est e´gale a` la
hauteur rai de l’activite´ ai a` la date sai et de −rai a` la date cai. Ces variations sont consigne´es dans un
tableau d’entiers deltas, de longueur 2× n, comme l’illustre l’exemple 52 dans le cas de la Figure 6.5.
Exemple 52 Dans le cas de la Figure 6.5, le tableau dates et le tableau deltas correspondent, dans le
cas instancie´, aux tableaux suivants.
dates sa0 = 4 sa1 = 1 sa2 = 0 sa3 = 3 ca0 = 6 ca1 = 5 ca2 = 2 ca3 = 4
deltas ra0 = 4 ra1 = 1 ra2 = 2 ra3 = 3 −ra0 = −4 −ra1 = −1 −ra2 = −2 −ra3 = −3
L’ide´e de l’algorithme de Sweep est ici re´utilise´e : nous maintenons, de manie`re incre´mentale
la hauteur du profil cumulatif au cours du temps. Pour cela, les dates sont trie´es par ordre crois-
sant, et les variations du profil sont trie´es en suivant la meˆme permutation permut, dans des
tableaux datesT riees et deltasT ries respectivement, de dimension 2 × n. Ainsi, pour tout index
idd de dates, dates[idd] = datesT riees[permut[idd]]. De meˆme, pour tout index idδ de deltas,
deltas[idδ] = deltasT ries[permut[idδ]]. L’exemple 53 en est une illustration dans le cas de la Figure 6.5.
Exemple 53 Les tableaux suivants pre´sentent les instanciations des tableaux trie´s et de la permutation
associe´e, pour le proble`me de la Figure 6.5.
datesT riees sa2 = 0 sa1 = 1 ca2 = 2 sa3 = 3 sa0 = 4 ca3 = 4 ca1 = 5 ca0 = 6
permut 4 1 0 3 7 6 2 5
deltasT ries ra2 = 2 ra1 = 1 −ra2 = −2 ra3 = 3 ra0 = 4 −ra3 = −3 −ra1 = −1 −ra0 = −4
La hauteur du profil cumulatif varie selon chaque variation de profil contenue dans deltasT ries, aux
dates contenues dans datesT riees. Les variations de la hauteur du profil correspondantes a` ces dates
sont consigne´es dans un tableau profil. La hauteur du profil cumulatif a` une date donne´e est donne´e
la par dernie`re case du tableau profil correspondant a` cette date. Si la hauteur du profil cumulatif est
infe´rieure a` la capacite´ capa, en tous les points de temps conside´re´s, la contrainte est satisfaite. L’exemple
54 pre´sente le tableau profil dans le cas de la Figure 6.5.
Exemple 54 Les tableaux suivants sont les instanciations des tableaux profil et datesT riees associe´
(que nous rappelons) correspondant a` la Figure 6.5. Nous indiquons aussi la capacite´ capa. Les cases
de profil correspondant a` des hauteurs de profil cumulatif, et les dates associe´es sont grise´es.Elles sont
infe´rieures a` la capacite´ capa. De ce fait, la contrainte est satisfaite.
Nous de´finissons a` pre´sent formellement notre nouvelle reformulation line´aire.
Pour cela, nous introduisons dans un premier temps la contrainte sortedness.
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datesT riees sa2 = 0 sa1 = 1 ca2 = 2 sa3 = 3 sa0 = 4 ca3 = 4 ca1 = 5 ca0 = 6
profil 2 3 1 4 8 5 4 0
capa 5
De´finition 49 (sortedness [95, 56]) Soient trois tableaux de variables entie`res, de meˆme dimension
n : from, permutation, to. La contrainte sortedness(from, permutation, to) impose :
– C1 : pour tout i ∈ [0, n− 1], from[i] = to[permutation[i]]
– C2 : les variables de to sont trie´es selon l’ordre croissant.
De´composition 5 (De´composition line´aire de la contrainte Cumulative) Soit une ressource avec
une capacite´ limite´e par un entier capa et un ensemble A = {a0, a1, . . . , an−1} de n activite´s. La contrainte
Cumulative(A, capa) est e´quivalente a` la de´composition suivante.
Variables
– Un tableau de variables dates de dimension 2n contenant, pour toute activite´ ai ∈ A, sa variable de
de´but sai a` l’index i, et sa variable de fin cai a` l’index n+ i,
– un tableau d’entiers deltas de dimension 2n contenant, pour toute activite´ ai ∈ A, la variation de
la hauteur de profil lie´e a` ai, e´gale a` rai a` l’index i, et a` −rai a` l’index n+ i,
– un tableau de variables datesT riees de dimension 2n contenant l’ensemble des dates du tableau
dates, trie´es par ordre croissant, tel que, pour tout j ∈ [0, 2n− 1], D(datesT riees[j]) = [0,m− 1],
– un tableau de variables permut, de dimension 2n, contenant la permutation permettant de passer
de dates a` datesT riees, tel que, pour tout j ∈ [0, 2n− 1], D(permut[j]) = [0, 2n− 1],
– un tableau de variables deltasT ries de dimension 2n contenant l’ensemble des variations de hauteur
du tableau deltas, trie´es selon la meˆme permutation que le tableau datesT riees, tel que, pour tout
j ∈ [0, 2n− 1], D(deltasT ries[j]) = [−maxai∈A(rai),maxai∈A(rai)],
– un tableau de variables profil de dimension 2n contenant, a` l’indice i la somme des variations de
hauteur du profil pre´ce´dant la date datesT riees[i], tel que, pour tout i ∈ [0, 2n− 1], D(profil[i]) =
[0,
∑
ai∈A
rai].
Contraintes
– Pour toute activite´ ai ∈ A,
– sai + dai = cai,
– dates[i] = sai,
– dates[n+ i] = cai,
– deltas[i] = rai,
– deltas[n+ i] = −rai,
– sortedness(dates, permut, datesT riees),
– sortedness(deltas, permut, deltasT ries),
– profil[0] = deltasT ries[0],
– pour tout index j ∈ [1, 2n− 1], profil[j] = profil[j − 1] + deltasT ries[j],
– pour tout index j ∈ [0, 2n−2], (datesT riees[j] = datesT riees[j+1])∨((datesT riees[j] 6= datesT riees[j+
1]) ∧ (profil[j] ≤ capa)).
6.4.2 Contribution : de´composition line´aire de SoftCumulative
Nous e´tendons notre de´composition line´aire de Cumulative au cas SoftCumulative.
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Pour de´crire cette extension, nous appuyons sur l’exemple de la Figure 6.6. Elle pre´sente un proble`me
cumulatif relaxe´ a` 4 activite´s, et spe´cifie les valeurs affecte´es aux diffe´rentes variables de sa de´composition
line´aire.
Soit n le nombre d’activite´s et p le nombre dintervalles utilisateur d’un proble`me cumulatif relaxe´
repre´sente´ par la contrainte SoftCumulative(A, capa, P, Loc, Cost , obj,costC ,objC ). On conside`re ici
costC= max, et objC= sum.
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Figure 6.6 – Une solution d’un proble`me cumulatif relaxe´ a` 4 activite´s et 3 intervalles utilisateur. Celui-ci
est pose´ avec D(cost0) = [0, 1], D(cost1) = [0, 3], D(cost2) = [0, 2] et D(obj) = [0, 6]. Chaque activite´
ai engendre deux variables : une variable deltas[i] = rai correspondant a` la date sai, et une variable
delta[n+ i] = −rai correspondant a` cai. Ces variables sont ensuite trie´es par dates croissantes dans les
tableaux datesT riees et deltasT ries. Par souci de clarte´, sur le sche´ma, ces variables sont de´ja` trie´es. La
variable profil[0] prend la valeur de la deltaT ries[0]. A chaque date associe´e a` une variable deltaT ries[j]
correspond une variable profil[j] = profil[j − 1] + deltasT ries[j]. A chaque changement de date, c’est a`
dire que deltasT ries[j + 1] n’est pas associe´e a` la meˆme date que le courant, profil[j] donne la hauteur
du profil. Les variables contrib[j], telles que datesT riees[j] ∈ pk prennent la valeur de profil[j]− lck si la
prochaine variable deltasT ries[j + 1] est associe´ a` une date diffe´rente de la date de deltaT ries[j]. Sinon,
contrib[j] = 0. Les couˆts sont fonctions des variables contrib, et l’objectif est fonction des couˆts.
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La` encore, et pour les meˆmes raisons qu’e´voque´es pour la de´composition activite´-ressource de´crite en
section 6.3.2, l’adaptation ne´cessite la prise en compte des dates de de´but d’intervalle. Nous ajoutons
celles-ci au tableau dates, de longueur 2×n+p. Notons que dates est un tableau de variables. Pour ajou-
ter les dates de de´but d’intervalle, nous les conside´rons donc comme des variables dont le domaine est de
taille 1. La contribution lie´e a` une date de de´but d’intervalle est nulle. En conse´quence, nous ajoutons la
valeur 0 aux dates correspondant aux de´buts d’intervalles utilisateur dans le tableau deltas, de longueur
2× n+ p. L’exemple 55 donne ces tableaux dans le cas de la Figure 6.6.
Exemple 55 Dans le cas du proble`me de la Figure 6.6, le tableau dates et le tableau deltas correspondent,
dans le cas instancie´ aux tableaux suivants
dates
sa0 sa1 sa2 sa3 ca0 ca1 ca2 ca3 sp0 sp1 sp2
= 4 = 1 = 0 = 3 = 6 = 5 = 2 = 4 = 0 = 1 = 5
deltas
ra0 = 4 ra1 = 1 ra2 = 2 ra3 = 3 −ra0 −ra1 −ra2 −ra3
0 0 0
= 4 = 1 = 2 = 3 = −4 = −1 = −2 = −3
datesT riees est la repre´sentation trie´e du tableau dates. La permutation permut permet de passer
de dates a` datesT riees. En utilisant la meˆme permutation permut, on passe de deltas a` deltasT ries,
comme l’illustre l’exemple 56 dans le cas de la Figure 6.6.
Exemple 56 Les tableaux datesT riees, permut et deltasT ries instancie´s suivants correspondant a` la
Figure 6.6. Le tableau permut permet de passer de dates a` datesT riees et de deltas a` deltasT ries. Pour
tout i ∈ [0, 10], dates[i] = datesT riees[permut[i]], et deltas[i] = deltasT ries[permut[i]].
datesT riees
sp0 sa2 sp1 sa1 ca2 sa3 sa0 ca3 sp2 ca1 ca0
= 0 = 0 = 1 = 1 = 2 = 3 = 4 = 4 = 5 = 5 = 6
permut 6 3 1 5 10 9 4 7 0 2 8
deltasT riees 0
ra2
0
ra1 −ra2 ra3 ra0 −ra3
0
−ra1 −ra0
= 2 = 1 = −2 = 3 = 4 = −3 = −1 = −4
La hauteur du profil cumulatif varie selon chaque variation de profil contenue dans deltasT ries, aux
dates contenues dans datesT riees. Les variations de la hauteur du profil correspondantes a` ces dates sont
consigne´es dans un tableau profil, de longueur 2 × n + p. La hauteur du profil cumulatif a` une date
donne´e est donne´e par dernie`re case du tableau profil correspondant a` cette date. L’exemple 57 donne
les valeurs dans ce tableau dans le cas de la Figure 6.6.
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Exemple 57 Le tableau profil instancie´ suivant correspond a` la Figure 6.6. Nous rappelons e´galement
les dates associe´es aux variations de profil. Les cases de profil correspondant a` des hauteurs de profil
cumulatif, et les dates associe´es sont grise´es.
datesT riees
sp0 sa2 sp1 sa1 ca2 sa3 sa0 ca3 sp2 ca1 ca0
= 0 = 0 = 1 = 1 = 2 = 3 = 4 = 4 = 5 = 5 = 6
profil 0 2 2 3 1 4 1 5 5 4 0
Le tableau contrib, de longueur 2×n+p, contient, a` chaque case profil[j] du tableau profil de´finissant
une hauteur de profil cumulatif, avec datesT riees[j] ∈ pk, la valeur du de´passement hj−lck. Si profil[j] ne
correspond pas a` une hauteur de profil cumulatif, contrib[j] = 0. Le de´passement contrib[j] = profil[j]−lck
doit eˆtre infe´rieur au couˆt maximal autorise´ costk. Le couˆt associe´ a` un intervalle pk ∈ P est le maximum
des variables contrib[j] telles que j ∈ pk. Enfin, la valeur de l’objectif obj est e´gale a` la somme des valeurs
des variables Cost. L’exemple 58 donne les valeurs dans ces tableaux dans le cas de la Figure 6.6.
Exemple 58 Nous pre´sentons les tableaux profil, et contrib instancie´s correspondant a` la Figure 6.6.
Nous rappelons e´galement le tableau datesT riees. Les cases de profil correspondant a` une hauteur de
profil cumulatif, ainsi que les cases des variables de contrib correspondantes sont grise´es. Nous indiquons
les capacite´s des diffe´rents intervalles utilisateurs, et les couˆts associe´s, calcule´s en fonction de contrib et
des capacite´s. Enfin, nous indiquons la valeur de l’objectif. Nous avons : D(cost0) = [0, 1], D(cost1) =
[0, 3], D(cost2) = [0, 2] et D(obj) = [0, 6].En chacun des intervalles pk ∈ P , costk ≤ costk. Enfin, la
valeur de obj est repre´sente´e. Elle est infe´rieure a` obj. La contrainte est donc satisfaite.
datesT riees
sp0 sa2 sp1 sa1 ca2 sa3 sa0 ca3 sp2 ca1 ca0
= 0 = 0 = 1 = 1 = 2 = 3 = 4 = 4 = 5 = 5 = 6
pk p0 p1 p2
profil 0 2 2 3 1 4 1 5 5 4 0
lck 2 3 2
contrib 0 0 0 0 0 1 0 2 0 2 0
costk 0 2 2
obj 4
Nous de´finissons formellement notre de´composition line´aire de la contrainte SoftCumulative, dans le
cas ou` l’on repre´sente la contrainte SoftCumulative(A, capa, P, Loc,Cost , obj,max, sum). Les de´compo-
sitions de SoftCumulative avec d’autres parame`tres costC et objC sont similaires.
De´composition 6 (De´composition line´aire de la contrainte SoftCumulative) Soit une ressource
avec une capacite´ limite´e par un entier capa, un ensemble A = {a0, a1, . . . , an−1} de n activite´s, P
une partition de l’horizon de temps m, Loc un ensemble d’entiers repre´sentant les capacite´s locales des
intervalles de´finis dans P , Cost un ensemble de variables de couˆt, obj une variable d’objectif les agre´geant,
et costC et objC des constantes repre´sentant le mode de calcul des couˆts et de l’objectif. On note, de plus, p
le nombre d’intervalles utilisateur. On a alors p = |P |−1. La contrainte SoftCumulative(A, capa, P, Loc,
Cost , obj,costC ,objC ) est e´quivalente a` la de´composition suivante.
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Variables
– Un tableau de variables dates de dimension 2n+p contenant, pour toute activite´ ai ∈ A, sa variable
de de´but sai a` l’index i, et sa variable de fin cai a` l’index n+ i, et pour tout intervalle pk ∈ P , sa
date de de´but spk a` l’index 2n+ k,
– un tableau d’entiers deltas de dimension 2n+ p contenant, pour toute activite´ ai ∈ A, la variation
de la hauteur de profil lie´e a` ai, e´gale a` rai a` l’index i, et a` −rai a` l’index n + i, et pour tout
intervalle pk ∈ P , sa contribution 0 a` l’index 2n+ k,
– un tableau de variables datesT riees de dimension 2n+ p contenant l’ensemble des dates du tableau
dates, trie´es par ordre croissant, tel que, pour tout j ∈ [0, 2n+ p− 1], D(dates[j]) = [0,m− 1],
– un tableau de variables permut, de dimension 2n+p, contenant la permutation permettant de passer
de dates a` datesT riees, tel que, pour tout j ∈ [0, 2n+ p− 1], D(permut[j]) = [0, 2n+ p− 1],
– un tableau de variables deltasT ries de dimension 2n + p contenant l’ensemble des variations de
hauteur du tableau deltas, trie´es selon la meˆme permutation que le tableau datesT riees, tel que,
pour tout j ∈ [0, 2n+ p− 1], D(deltasT riees[j]) = [−maxai∈A rai,maxai∈A(rai)],
– un tableau de variables profil de dimension 2n+p contenant, a` l’indice j la somme des variations de
hauteur du profil pre´ce´dant la date datesT riees[j], tel que, pour tout j ∈ [0, 2n+p−1], D(profil[j]) =
[0,
∑
ai∈A
(rai)].
– un tableau de variables contrib de dimension 2n+ p contenant, a` l’indice j le de´passement de ca-
pacite´ lorsque profil[j] correspond a` une hauteur de profil cumulatif, 0 sinon, tel que, pour tout
j ∈ [0, 2n+ p− 1], avec datesT riees[j] ∈ pk, D(contrib[j]) = [0,maxpk∈P (costk)].
Contraintes
– Pour toute activite´ ai ∈ A,
– sai + dai = cai,
– dates[i] = sai,
– dates[n+ i] = cai,
– deltas[i] = rai,
– deltas[n+ i] = −rai,
– Pour tout intervalle pk ∈ P
– dates[n+ p+ k] = spk,
– deltas[n+ p+ k] = 0,
– sortedness(dates, permut, datesT riees),
– sortedness(deltas, permut, deltasT ries),
– profil[0] = deltasT ries[0],
– pour tout index j ∈ [1, 2n+ p− 1], profil[j] = profil[j − 1] + deltasT ries[j],
– pour tout index j ∈ [0, 2n+p−2], et pk tel que datesT riees[j] ∈ pk, (datesT riees[j] = datesT riees[j+
1]∧ contrib[j] = 0)∨ ((datesT riees[j] 6= datesT riees[j+1])∧ (contrib[j] = max(0, profil[j]− lck)),
– pour tout k ∈ [0, |Cost| − 1], costk = maxdatesTriees[j]∈pk (contrib[j])
– obj =
∑
k∈[0,|Cost|−1](costk)
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7.1 E´valuation de la contrainte globale SoftCumulative
Afin d’e´valuer le comportement de notre contrainte globale SoftCumulative, nous identifions diffe´-
rents parame`tres susceptibles d’influencer la difficulte´ de re´solution d’une instance :
– le nombre d’activite´s
– le nombre d’intervalles
– l’introduction d’activite´s plus grandes (longueur et hauteur)
– le de´but/fin des activite´s
– les contraintes additionnelles sur les couˆts
En l’absence de jeux d’instances existants, nous en ge´ne´rons ale´atoirement, suivant les parame`tres
pre´ce´demment identifie´s.
Nous adaptons e´galement au cas sur-contraint des instances existant pour la contrainte Cumulative :
les instances de la PSPLib [45].
Nous effectuons nos tests avec la contrainte SoftCumulative parame´tre´e avec costC= max et objC=
sum. Nous rappelons que cela signifie que le couˆt dans chaque intervalle utilisateur est calcule´ en fonction
du de´passement maximal de la capacite´ dans cet intervalle utilisateur, et que l’objectif global est la somme
des variables de couˆt des intervalles utilisateurs.
Dans un premier temps, nous recherchons une premie`re solution avec diffe´rents types d’instances.
Nous les pre´sentons et justifions ces tests en section 7.1.1.
Nous effectuons des tests pour chercher une solution optimale, et prouver l’optimalite´, pour diffe´rents
types de proble`mes, repre´sente´s par la contrainte SoftCumulative, en y ajoutant e´ventuellement des
contraintes additionnelles sur les variables de couˆt. Ces tests sont de´taille´s en section 7.1.2.
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Enfin, l’adaptation d’instances de la librairie PSPLib [45] au cas cumulatif sur-contraint est pre´sente´e
dans la section 7.1.3.
L’ensemble des tests est effectue´ sur un processeur 2,5 GHz Intel Core 2 Duo, avec une me´moire vive
de 4Go cadence´e a` 1067 MHz. Nous effectuons ces tests sous l’environnement Eclipse inte´gre´ du solveur
de contraintes Choco de la version 2.1.3.
7.1.1 Recherche de solution
Dans un premier temps, nous recherchons une premie`re solution a` des proble`mes mode´lise´s par la
contrainte SoftCumulative. Ceci consiste a` trouver un ordonnancement valide : l’ordonnancement peut
occasionner des de´passements, mais ceux ci doivent eˆtre dans le domaine des variables de couˆt et d’objectif.
Nous ne cherchons pas pour le moment a` minimiser l’objectif global. L’inte´reˆt de cette expe´rience est
d’e´valuer si notre approche passe a` l’e´chelle.
Nous rappelons que le proble`me cumulatif, dans sa variante de´cisionnelle, est NP-complet au sens
fort [34]. Le proble`me cumulatif relaxe´, mode´lise´ par notre contrainte SoftCumulative, dans sa variante
de´cisionnelle, peut se ramener a` un proble`me cumulatif dans certains cas particuliers. En effet, dans le
cas ou`, dans tous les intervalles utilisateurs, la somme de la capacite´ locale et de la valeur maximale
de la variable de couˆt, est la meˆme, la contrainte SoftCumulative est e´quivalente a` une contrainte
Cumulative avec cette somme pour capacite´ globale. Le proble`me cumulatif relaxe´, que nous repre´sentons
par SoftCumulative, est donc un proble`me NP-complet.
Nous avons pre´sente´ des de´compositions de la contraintes SoftCumulative dans le chapitre 6. Nous
voulons savoir si la taille des proble`mes traite´s par ces de´compositions peut eˆtre aussi importante que la
taille des proble`mes traite´s par la contrainte globale SoftCumulative.
Dans le cas de la recherche de solution, nous de´branchons les algorithmes d’Edge-Finding (ceux de
Vil´ım et de Kameugne et al.). Ils induisent en effet une complexite´ temporelle supple´mentaire trop lourde
pour la simple recherche de solution. En revanche, nous utilisons l’algorithme de Sweep.
Pour chaque classe d’instances, nous lanc¸ons 100 instances sur-contraintes, c’est-a`- dire qu’il n’existe
pas de solution au proble`me qui n’engendre pas de de´passement. Pour nous en assurer, nous avons ge´ne´re´
les proble`mes, et tente´ de les re´soudre en imposant une valeur d’objectif e´gale a` 0. Nous avons conserve´ les
instances prouve´es infaisables par ce test, et n’avons pas pris en compte celles qui donnaient une solution.
Nous fixons la limite de temps de re´solution a` 2 minutes. Cela nous semble raisonnable dans le cas de
la recherche d’une premie`re solution.
Nous utilisons la strate´gie de recherche de´crite dans la section 5.2.2.
7.1.1.1 Variation du nombre d’activite´s et du nombre d’intervalles
Description Nous testons le passage a` l’e´chelle de notre contrainte, sur des instances a` 100, 250, 500 et
1000 activite´s, et a` 8, 16 ou 32 intervalles. En faisant varier la longueur des intervalles, nous nous assurons
que l’horizon de temps reste toujours du meˆme ordre, pour des instances avec le meˆme nombre d’activite´.
Les activite´s teste´es ont une longueur entre 1 et 4, et une hauteur entre 1 et 3. Toutes les activite´s ont
leur de´but au plus toˆt en 0 et leur fin au plus tard e´gale a` l’horizon de temps.
Les premiers tests que nous effectuons comparent des instances dont les variables de couˆt ont toutes
le meˆme domaine : [0, 6], et des instances pour lesquelles les variables de couˆt ont un domaine dont la
valeur maximale est choisie ale´atoirement dans l’ensemble {3, 4, 5, 6} et dont la valeur minimale est 0.
Nous cherchons a` connaˆıtre le comportement de la contrainte SoftCumulative dans les deux cas.
La Table 7.1 donne les re´sultats d’expe´rimentations dans les deux cas.
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# activite´s / longueur max. # re´solues # prouve´es # time temps # backtracks
# intervalles des intervalles infaisables out moyen moyen
utilisateur utilisateur
100 / 8 16 86 14 0 0.1s 8
100 / 16 8 93 7 0 0.2s 39
100 / 32 4 94 2 4 1.2s 1298
250 / 8 40 91 8 1 1.3s 70
250 / 16 20 98 1 1 1.7s 132
250 / 32 10 96 3 1 2.1s 137
500 / 8 80 97 3 0 16.0s 547
500 / 16 40 91 7 2 12.9s 411
500 / 32 20 98 0 2 10.2s 191
1000 / 8 160 56 9 35 54.6s 11
1000 / 16 80 70 4 26 59.8s 87
1000 / 32 40 79 1 20 59.6s 37
# activite´s / longueur max. # re´solues # prouve´es # time temps # backtracks
# intervalles des intervalles infaisables out moyen moyen
utilisateur utilisateur
100 / 8 20 84 16 0 0.2s 140
100 / 16 10 94 3 3 0.4s 317
100 / 32 5 97 0 3 0.4s 271
250 / 8 48 89 11 0 7.0s 1674
250 / 16 25 97 3 0 7.0s 1679
250 / 32 13 94 0 6 6.2s 1291
500 / 8 92 33 19 48 32.0s 1354
500 / 16 50 48 3 49 47.3s 2830
500 / 32 25 40 0 60 57.8s 191
1000 / 8 175 0 3 97 - -
1000 / 16 90 0 4 96 - -
1000 / 32 45 0 3 97 - -
Table 7.1 – Re´sultats en satisfaction pour une valeur maximale des domaines des variables de couˆt
e´gale dans tous les intervalles (premier tableau), puis avec une diversite´ dans les valeurs maximales des
domaines des variables de couˆt (deuxie`me tableau). La colonne # activite´s / # intervalles utilisateur donne
respectivement le nombre d’activite´s de la classe de proble`mes, et le nombre d’intervalles utilisateur. La
colonne longueur max. des intervalles utilisateur donne la longueur maximale des intervalles utilisateur
dans le proble`me. La colonne # re´solues donne le nombre d’instances pour lesquelles une solution a e´te´
trouve´e dans le temps imparti, parmi les instances n’ayant pas de solution engendrant un de´passement
nul. La colonne # prouve´es infaisables donne le nombre de proble`mes pour lesquels il a e´te´ prouve´, dans
le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne # time out repre´sente le nombre d’instances
pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilite´ n’a e´te´ donne´e dans le temps imparti. La colonne
temps moyen donne le temps moyen de re´solutions parmi les instances re´solues. La colonne # backtracks
moyen donne le nombre moyen de retours arrie`re dans la recherche pour trouver une solution, pour les
instances re´solues.
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Analyse des re´sultats Les deux tableaux montrent qu’il est plus difficile de re´soudre un proble`me
dont les variables de couˆt ont des domaines de taille diffe´rente. En effet, le deuxie`me tableau montre que,
lorsque l’on re´duit la borne supe´rieure de certaines variables de couˆt, la re´solution est plus difficile, car
le proble`me est plus contraint. Ceci est vrai pour toutes les classes d’instance observe´es, peu importe le
nombre d’activite´s, ou d’intervalles.
Les deux tableaux montrent e´galement que plus la taille du proble`me est grande, en terme de nombre
d’activite´s, plus la re´solution est difficile. Le nombre d’instances non re´solues augmente lorsque l’on ajoute
des activite´s, tout comme la moyenne des temps de re´solution.
Dans le premier cas, nous arrivons a` re´soudre des instances jusqu’a` 1000 activite´s, sous deux minutes,
avec peu de backtracks. Dans le second, deux minutes ne suffisent pas a` trouver une solution pour des
instances a` 1000 activite´s.
Nous observons une diffe´rence d’influence du nombre d’intervalles utilisateur dans les deux tableaux.
Dans le premier, lorsque les variables de couˆt ont toutes les meˆme domaine, nous observons que
plus le nombre d’activite´s est grand, moins le nombre d’intervalles utilisateur a d’incidence sur le temps
de re´solution. Ceci est du a` la complexite´ de l’algorithme de Sweep. En effet, cette complexite´ est en
O((n + p) × log(n + p) + n × (n + p)). Alors, plus le nombre d’activite´s n est grand, plus le nombre
d’intervalles utilisateur p est ne´gligeable devant n.
Dans le second, lorsque les variables de couˆt ont des domaines de taille diffe´rente, nous constatons
que le nombre d’intervalles utilisateur influence fortement le temps de re´solution, notamment pour les
plus grandes instances. Ceci peut s’expliquer par le fait qu’un nombre important d’intervalles utilisateur
implique un nombre important de variables de couˆt. Celles-ci contraignent plus fortement le proble`me, si
elles ont une valeur maximale petite. Pour cette raison, un plus grand nombre d’intervalles augmente le
nombre de variables de couˆt dont la valeur maximale est faible. Le proble`me est alors contraint de fac¸on
plus importante, et il est donc plus difficile de trouver une solution.
7.1.1.2 Discussion
Les re´sultats pre´ce´dents ont montre´ qu’il e´tait plus difficile de re´soudre des proble`mes dans lesquels
certains intervalles avaient une valeur maximale du domaine de la variable de couˆt plus petite que dans
d’autres intervalles utilisateur. Dans le but de mesurer au mieux l’impact de chacun des parame`tres
que nous faisons varier dans les proble`mes suivants, nous n’introduisons pas cette diversite´. Nous nous
plac¸ons dans le cas le plus favorable, de manie`re a` ce que les modifications de performance en fonction
des parame`tres que nous ferons varier apparaissent de manie`re plus e´vidente. Nous utilisons alors, dans
la suite, des intervalles utilisateur dont la variable de couˆt a pour domaine [0, 6].
De plus, nous nous concentrons a` pre´sent sur les instances a` 250 et 500 activite´s. Ces deux classes
d’instance pre´sentent l’avantage d’avoir un grand nombre de proble`mes re´solus dans le temps imparti,
rendant les re´sultats plus exploitables, en comparaison aux instances a` 1000 activite´s.
7.1.1.3 Singularite´s
Description Nous testons l’ajout d’un petit nombre d’activite´s singulie`rement plus“hautes”ou“longues”,
que les autres. Pour cela, nous ge´ne´rons des instances de meˆme taille que dans la section pre´ce´dente, mais
nous y injectons 10% ou 20% d’activite´s de meˆme hauteur et de longueur comprise entre 8 et 12, ou de
meˆme longueur, et de hauteur comprise entre 6 et 8. Nous ajustons e´galement la longueur maximale des
intervalles, de manie`re a` rester dans le meˆme ordre de densite´ globale.
L’introduction de singularite´s peut mener a` des comportements diffe´rents pour la contrainte SoftCu-
mulative.
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Par exemple, dans l’algorithme de Sweep, la notion de partie obligatoire est utilise´e. Des activite´s
plus longues peuvent engendrer une partie obligatoire plus rapidement, et ainsi modifier le processus de
re´solution.
Lorsqu’une activite´ est significativement plus haute que les autres, sa variable de de´but est se´lectionne´e
en priorite´ par notre heuristique. De plus, les activite´s les plus hautes sont les plus susceptibles de mener
rapidement a` un de´passement dans un intervalle. Cela peut e´galement influencer les performances.
Enfin, il peut eˆtre inte´ressant d’e´valuer si l’homoge´ne´ite´ entre les activite´s peut influencer la re´solution.
En effet, il semble intuitif que plus les activite´s sont semblables, plus elles sont interchangeables dans
l’ordonnancement.
La Table 7.2 pre´sente les re´sultats de ces tests.
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# activite´s / longueur max. # re´solues # prouve´es # time temps # backtracks
# intervalles des intervalles infaisables out moyen moyen
utilisateur utilisateur
10% d’activite´s plus longues
250 / 8 48 80 20 0 1.5s 98
250 / 16 24 85 14 1 1.7s 90
250 / 32 12 93 4 3 2.7s 239
500 / 8 96 83 16 1 19.3s 704
500 / 16 48 89 9 2 16.5s 538
500 / 32 24 95 4 1 13.8s 320
20% d’activite´s plus longues
250 / 8 56 75 24 1 2.6s 306
250 / 16 28 83 12 5 2.4s 209
250 / 32 14 83 12 5 3.1s 272
500 / 8 112 67 20 13 26.7s 1012
500 / 16 56 72 14 14 29.8s 1207
500 / 32 28 83 11 6 21.3s 695
# activite´s / longueur max. # re´solues # prouve´es # time temps # backtracks
# intervalles des intervalles infaisables out moyen moyen
utilisateur utilisateur
10% d’activite´s plus hautes
250 / 8 48 82 18 0 1.2s 16
250 / 16 24 90 10 0 1.4s 37
250 / 32 12 98 1 1 2.9s 283
500 / 8 96 87 13 0 9.3s 121
500 / 16 48 91 7 2 9.3s 97
500 / 32 24 97 2 1 13.1s 257
20% d’activite´s plus hautes
250 / 8 56 84 16 0 1.6s 84
250 / 16 28 92 7 1 1.7s 92
250 / 32 14 95 4 1 2.8s 251
500 / 8 112 85 14 1 13.3s 291
500 / 16 56 93 4 3 15.2s 430
500 / 32 28 94 4 2 18.4s 557
Table 7.2 – Re´sultats en satisfaction pour des classes d’instance avec singularite´s sur la longueur des
activite´s (premier tableau), puis sur la hauteur des activite´s (deuxie`me tableau). La colonne # activite´s /
# intervalles utilisateur donne respectivement le nombre d’activite´s de la classe de proble`mes, et le nombre
d’intervalles utilisateur. La colonne longueur max. des intervalles utilisateur donne la longueur maximale
des intervalles utilisateur dans le proble`me. La colonne # re´solues donne le nombre d’instances pour
lesquelles une solution a e´te´ trouve´e dans le temps imparti, parmi les instances n’ayant pas de solution
engendrant un de´passement nul. La colonne # prouve´es infaisables donne le nombre de proble`mes pour
lesquels il a e´te´ prouve´, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne # time out
repre´sente le nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilite´ n’a e´te´ donne´e
dans le temps imparti. La colonne temps moyen donne le temps moyen de re´solutions parmi les instances
re´solues. La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arrie`re dans la recherche
pour trouver une solution, pour les instances re´solues.
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Analyse des re´sultats Si l’on compare ces re´sultats aux re´sultats de la Table 7.1, nous pouvons
constater que l’introduction de singularite´s ne modifie pas de manie`re substantielle les re´sultats. Deux
choses semblent s’e´quilibrer :
– le pouvoir de filtrage supple´mentaire introduit par les singularite´s,
– l’he´te´roge´ne´ite´ dans les activite´s, qui induit moins de solutions e´quivalentes en terme de placements.
D’un coˆte´, des activite´s plus longues ou plus hautes, cre´ent des parties obligatoires plus toˆt dans
l’arbre de recherche, et me`nent plus vite a` des de´passements, respectivement. Cela pourrait donc acce´le´rer
la re´solution. De l’autre, comme nous l’avons e´voque´ dans la pre´sentation du test, l’homoge´ne´ite´ des
activite´s peut introduire des activite´s interchangeables car de meˆmes dimensions. Introduire des activite´s
diffe´rentes, en termes de dimensions, re´duit cette interchangeabilite´, et il est donc moins aise´ de trouver
une solution.
Nous pensons que ces deux facteurs me`nent a` un e´quilibrage du pouvoir de re´solution dans le cas
de singularite´s, et ce n’est donc pas un proble`me d’introduire un petit nombre d’activite´s de dimensions
significativement plus grandes.
7.1.1.4 Diversite´ des de´buts au plus toˆt et des fins au plus tard
Description Nous testons des instances de tailles semblables, avec des activite´s de tailles semblables,
mais telles que les de´buts au plus toˆt et les fins au plus tard ne soient pas les meˆmes pour toutes les
activite´s. Nous introduisons deux types d’instance : avec des de´buts au plus toˆt situe´s entre 0 et 10%,
puis entre 0 et 20% de l’horizon de temps, et des fins au plus tard comprises entre 90 et 100%, puis entre
80 et 100%, respectivement, de l’horizon de temps. Nous ajustons la longueur maximale des intervalles
de manie`re a` garder une densite´ relative du meˆme ordre, dans l’intervalle de temps ou` peuvent passer
toutes les activite´s.
Ce test est susceptible d’apporter des informations, la` encore, quant au comportement de la contrainte
SoftCumulative dans le cas d’instances non syme´triques, avec des activite´s non comple`tement interchan-
geables.
La Table 7.3 donne les re´sultats de ces tests.
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# activite´s / longueur max. # re´solues # prouve´es # time temps # backtracks
# intervalles des intervalles infaisables out moyen moyen
utilisateur utilisateur
de´buts entre 0 et 10% de l’horizon, fins entre 90 et 100%
250 / 8 44 86 10 4 8.7s 1819
250 / 16 22 82 6 12 11.4s 2382
250 / 32 10 70 3 27 21.6s 4815
500 / 8 88 39 7 54 44.2s 2408
500 / 16 44 39 2 59 53.6s 2985
500 / 32 22 16 0 84 62.5s 3173
de´buts entre 0 et 20% de l’horizon, fins entre 80 et 100%
250 / 8 47 88 5 7 11.7s 2361
250 / 16 24 80 4 16 17.5s 3699
250 / 32 12 67 0 33 22.0s 4437
500 / 8 92 27 6 67 63.8s 3071
500 / 16 46 25 2 73 72.9s 3731
500 / 32 24 15 0 85 75.4s 3820
Table 7.3 – Re´sultats en satisfaction pour des classes d’instance avec introduction de diversite´ sur les
dates de de´but au plus toˆt et de fin au plus tard des activite´s. La colonne # activite´s / # intervalles
utilisateur donne respectivement le nombre d’activite´s de la classe de proble`mes, et le nombre d’inter-
valles utilisateur. La colonnes longueur max. des intervalles utilisateur donne la longueur maximale des
intervalles utilisateur dans le proble`me. La colonne # re´solues donne le nombre d’instances pour lesquelles
une solution a e´te´ trouve´e dans le temps imparti, parmi les instances n’ayant pas de solution engendrant
un de´passement nul. La colonne # prouve´es infaisables donne le nombre de proble`mes pour lesquels il a
e´te´ prouve´, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne # time out repre´sente le
nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilite´ n’a e´te´ donne´e dans le temps
imparti. La colonne temps moyen donne le temps moyen de re´solutions parmi les instances re´solues. La
colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arrie`re dans la recherche pour trouver
une solution, pour les instances re´solues.
Analyse des re´sultats Les re´sultats de ces tests montrent qu’il est tre`s difficile de re´soudre des ins-
tances a` 500 activite´s, en introduisant une diversite´ dans les dates de de´but et de fin. Cela peut s’expliquer
par le fait que cette diversite´ introduit ne´cessairement une augmentation de la densite´ vers le milieu de
l’horizon de temps. Nous avons tente´ de limiter cette influence en ajustant quelque peu les longueurs
d’intervalles utilisateur, mais nous voulions mettre en e´vidence ce phe´nome`ne : plus le nombre d’activite´s
a` placer entre deux points de temps est important, plus le proble`me est contraint par les capacite´s locales
et les valeurs maximales des domaines des variables de couˆt. Plus ce proble`me est contraint, plus trouver
une solution peut s’ave´rer difficile, notamment pour des proble`mes de grande taille comme nous traitons
ici.
7.1.1.5 Bilan des essais en recherche de solution
Notre contrainte prouve son efficacite´ sur des proble`mes de satisfaction de contraintes. Nous constatons
que, pour un nombre relativement important d’activite´s (jusqu’a` 1000), et dans un temps restreint (2
minutes), nous trouvons une premie`re solution. Pour montrer l’efficacite´ de notre contrainte, nous avons
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travaille´ sur des instances sur-contraintes, pour ne pas biaiser notre approche. Nous remarquons que
la contrainte SoftCumulative a un comportement assez sensible aux modifications des domaines des
variables implique´es. En particulier, les variables de couˆt, comme nous pouvions nous y attendre, jouent
un roˆle de´terminant dans la re´solution de proble`mes : plus la valeur maximale des couˆts (et de l’objectif)
est petite, plus il est difficile de trouver une solution. Les variables de couˆt jouent le roˆle d’une “seconde
capacite´”, et contraignent donc le proble`me de manie`re similaire. De plus, les variables de de´but et de fin
d’activite´ jouent sur la densite´ globale du proble`me, notamment vers le milieu de l’horizon de temps. La
re´solution y est e´galement tre`s sensible.
Cependant, notre contrainte ge`re assez bien les singularite´s, et les activite´s de taille supe´rieure, pour
les raisons e´voque´es auparavant. Le passage a` l’e´chelle est donc assure´, et nous verrons dans la section 7.2
que SoftCumulative se comporte mieux que ses de´compositions, pour des proble`mes de grande taille.
Nous abordons dans la section suivante les proble`mes d’optimisation.
7.1.2 Optimisation
Lorsque l’on introduit un proble`me sur-contraint, le but premier est de minimiser les violations de
contraintes. Nous avons introduit la contrainte SoftCumulative en de´crivant une se´mantique de violation
propre au proble`me qu’elle repre´sente. Dans le cas de nos expe´rimentations, le de´passement maximal dans
chaque intervalle utilisateur donne la valeur des variables de couˆt locales, et la somme de ces variables de
couˆt donne l’objectif global.
Pour e´valuer la capacite´ de notre contrainte a` chercher une solution optimale, c’est a` dire qui minimise
la somme des de´passements, nous testons diffe´rents types de proble`mes.
La limite de temps est cette fois fixe´e a` 5 minutes.
Nous utilisons cette fois l’adaptation de l’algorithme d’Edge-Finding de Kameugne et al., celle de
l’algorithme de Sweep, et les diffe´rents calculs de bornes pre´sente´s dans le chapitre 5.
Nous choisissons d’utiliser l’adaptation de l’algorithme d’Edge-Finding de Kameugne et al. plutoˆt que
l’adaptation de l’algorithme de Vil´ım car sa structure, plus le´ge`re, donne de meilleurs re´sultats en terme
de temps, dans notre approche.
La strate´gie de recherche employe´e est, pour l’ensemble de ces expe´rimentations, l’heuristique de choix
de variables de Choco DomOverWDegBranchingNew, qui imple´mente l’heuristique dom/wdeg pre´sente´e
en section 1.4 et l’heuristique de choix de valeur IncreasingDomain qui imple´mente l’heuristiqueminVal,
en version ite´rative, de´crite dans la section 1.4. Ces heuristiques ge´ne´riques sont efficaces pour re´soudre
des proble`mes d’optimisation.
Dans un premier temps, nous testons la re´solution, a` l’optimal, de proble`mes “purs”, dans la section
7.1.2.1. Ces proble`mes n’imposent pas de contraintes entre les variables de couˆt.
Le chapitre 4 a montre´ que, dans de nombreux cas pratiques, nous pouvions utiliser la contrainte Soft-
Cumulative, en l’associant avec des contraintes additionnelles sur les variables de couˆt, pour mode´liser
des proble`mes re´els. Nous testons la re´solution optimale sur ces mode`les en section 7.1.2.2.
7.1.2.1 Variation du nombre d’activite´s et d’intervalles
Description Une solution optimale est souvent recherche´e par l’utilisateur qui, face a` un proble`me
sur-contraint, souhaite trouver la meilleure solution en pratique, c’est a` dire, celle qui se rapproche le plus
d’une solution parfaite.
Nous testons le comportement de notre contrainte pour des proble`mes d’optimisation, sur des pro-
ble`mes a` 10, 20, 30, 60 et 120 activite´s, pour 4, 8 et 16 intervalles utilisateur. Nous cherchons a` minimiser
la valeur de la variable objectif. Les activite´s ont des longueurs comprises entre 1 et 4 et des hauteurs
comprises entre 1 et 3. Les intervalles utilisateur ont une capacite´ locale ale´atoirement choisie entre 3 et
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6, et les variables de couˆt ont un domaine dont la valeur minimale est 0 et la valeur maximale est choisie
ale´atoirement parmi l’ensemble {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
La Table 7.4 contient les re´sultats de ces tests.
# activite´s / longueur max. # re´solues #solution # prouve´es # time temps #
# intervalles des intervalles a` l’optimal trouve´e non infaisables out moyen backtracks
utilisateur utilisateur (obj = 0) optimale moyen
10 / 4 3 80 (14) 0 20 0 1.3s 38444
20 / 4 6 80 (12) 2 16 2 7.3s 209092
20 / 8 3 85 (28) 4 0 11 9.6s 250931
30 / 4 8 81 (6) 2 13 4 9.0s 111948
30 / 8 4 70 (0) 8 13 9 12.5s 238334
60 / 4 17 66 (0) 5 26 3 4.4s 19337
60 / 8 9 74 (3) 12 3 11 9.0s 36872
60 / 16 5 37 (10) 43 0 20 37.3s 67216
120 / 4 36 87 (3) 1 10 2 2.6s 3695
120 / 8 18 79 (0) 11 6 4 12.1s 14925
120 / 16 9 11 (0) 80 0 9 127.7s 58276
Table 7.4 – Re´sultats en optimisation pour des classes d’instance pures. La colonne # activite´s / #
intervalles utilisateur donne respectivement le nombre d’activite´s de la classe de proble`mes, et le nombre
d’intervalles utilisateur. La colonne longueur max. des intervalles utilisateur donne la longueur maximale
des intervalles utilisateur dans le proble`me. La colonne # re´solues a` l’optimal (obj = 0) donne le nombre
d’instances pour lesquelles une solution a e´te´ trouve´e, et prouve´e optimale dans le temps imparti, en
mettant entre parenthe`ses le nombre d’instances dont la valeur optimale de l’objectif est 0. La colonne
#solution trouve´e non optimale donne le nombre d’instances pour lesquelles une solution a e´te´ trouve´e,
mais elle n’est pas optimale, ou n’a pas e´te´ prouve´e optimale. La colonne # prouve´es infaisables donne
le nombre de proble`mes pour lesquels il a e´te´ prouve´, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de
solution. La colonne # time out repre´sente le nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou
preuve d’infaisabilite´ n’a e´te´ donne´e dans le temps imparti. La colonne temps moyen donne le temps
moyen de re´solutions parmi les instances re´solues a` l’optimal, avec objectif diffe´rent de 0. La colonne #
backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arrie`re dans la recherche pour trouver une solution,
pour les instances re´solues a` l’optimal, avec un objectif diffe´rent de 0.
Analyse des re´sultats Nous constatons que notre contrainte est capable de trouver des valeurs op-
timales (et les prouver) pour la plupart des instances teste´es, sauf pour les instances dans lesquels sont
implique´s un grand nombre d’intervalles (ici, les classes d’instance a` 16 intervalles). L’objectif prend la
valeur de la somme des couˆts dans les intervalles utilisateur. Plus le nombre de variables de couˆt est
grand, plus il est difficile de trouver et prouver la solution optimale.
La taille des instances teste´es montre que notre contrainte re´agit plutoˆt bien, car trouver un optimal
dans les proble`mes cumulatifs n’est pas chose aise´e. A titre d’exemple, nous pouvons e´voquer la PSPLib
[45], qui est une des librairies bien connues de proble`mes cumulatifs. Dans celle-ci, comme dans la plupart
des proble`mes cumulatifs classique, l’objectif est de trouver la date de fin au plus tard minimal de
l’ordonnancement. Il existe, dans cette librairie, des instances a` 60 activite´s dont l’optimal n’a pas encore
e´te´ prouve´. Ce proble`me est certes diffe´rent du noˆtre, mais nous ne disposons malheureusement pas
d’autre e´le´ment de comparaison.
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7.1.2.2 Optimisation avec contraintes additionnelles
Nous l’avons vu dans le chapitre 4, de nombreux proble`mes re´els usuels impliquent des contraintes
additionnelles sur les variables de couˆt.
Nous reprenons les cas usuels de´crits dans le chapitre 4, et les mode`les associe´s, et re´alisons des tests
pour chacun d’entre eux.
Re´partition e´quitable des de´passements
Description La section 4.3.2.1 pre´sente un premier mode`le pour une situation re´elle ou` les de´pas-
sements doivent eˆtre re´partis de fac¸on e´quitable.
Nous souhaitons tester le comportement de ce mode`le de manie`re expe´rimentale.
Nous imposons que, pour chaque se´quence de 3 variables de couˆt conse´cutives, au moins une variable
de couˆt prenne la valeur 0. Si le nombre p de variables de couˆt n’est pas un multiple de 3, dans la
dernie`re se´quence de variables de couˆt conse´cutives, au moins une variable de couˆt doit prendre la valeur
0 e´galement.
Cette re`gle contraint fortement le proble`me et il est alors inte´ressant d’e´valuer l’impact d’une telle
contrainte.
Nous cherchons, la` encore, a` minimiser la valeur de la variable objectif. Pour cela, nous reprenons les
instances introduites dans la section 7.1.2.1 pour l’optimisation.
La Table 7.5 donne les re´sultats de ces tests.
Analyse des re´sultats Nous observons que le nombre de proble`mes re´solus a` l’optimal est impor-
tant lorsque l’on impose ces contraintes de re´partition.
Nous constatons e´galement que, lorsque l’on impose les contraintes de re´partition, un nombre plus
important de proble`mes sont infaisables (ou du moins, prouve´s comme tels), ce qui est relativement
intuitif.
La contrainte SoftCumulative re´agit bien aux contraintes de re´partition : imposer ces contraintes
re´duit dans de nombreuses classes d’instances le temps moyen de re´solution, et le nombre de backtracks
moyen par instance.
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# activite´s / longueur max. # re´solues #solution # prouve´es # time temps #
# intervalles des intervalles a` l’optimal trouve´e non infaisables out moyen backtracks
utilisateur utilisateur (obj = 0) optimale moyen
10 / 4 3 59 (14) 0 41 0 0.3s 5354
20 / 4 6 62 (12) 0 37 1 1.4s 33457
20 / 8 3 86 (28) 3 1 10 9.2s 236949
30 / 4 8 54 (6) 0 43 3 3.8s 56900
30 / 8 4 60 (3) 6 26 8 15.0 s 270851
60 / 4 17 42 (0) 2 55 1 10.2s 56365
60 / 8 9 72 (3) 9 9 10 6.3s 27425
60 / 16 5 50 (10) 29 0 21 54.6s 175153
120 / 4 36 60 (3) 0 40 0 2.1s 2844
120 / 8 18 70 (0) 6 19 5 7.0s 11010
120 / 16 9 17 (0) 71 2 10 83.1s 79013
Table 7.5 – Re´sultats en optimisation pour des classes d’instance avec contraintes de re´partition entre
les variables de couˆt. La colonne # activite´s / # intervalles utilisateur donne respectivement le nombre
d’activite´s de la classe de proble`mes, et le nombre d’intervalles utilisateur. La colonnes longueur max. des
intervalles utilisateur donne la longueur maximale des intervalles utilisateur dans le proble`me. La colonne
# re´solues a` l’optimal (obj = 0) donne le nombre d’instances pour lesquelles une solution a e´te´ trouve´e,
et prouve´e optimale dans le temps imparti, en mettant entre parenthe`ses le nombre d’instances dont la
valeur optimale de l’objectif est 0. La colonne #solution trouve´e non optimale donne le nombre d’instances
pour lesquelles une solution a e´te´ trouve´e, mais elle n’est pas optimale, ou n’a pas e´te´ prouve´e optimale.
La colonne # prouve´es infaisables donne le nombre de proble`mes pour lesquels il a e´te´ prouve´, dans le
temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne # time out repre´sente le nombre d’instances
pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilite´ n’a e´te´ donne´e dans le temps imparti. La colonne
temps moyen donne le temps moyen de re´solutions parmi les instances re´solues a` l’optimal, avec objectif
diffe´rent de 0. La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arrie`re dans la recherche
pour trouver une solution, pour les instances re´solues a` l’optimal, avec objectif diffe´rent de 0.
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Lissage des variations de couˆt
Description Nous l’avons vu dans la section 4.3.2.2, limiter les variations de couˆt entre deux inter-
valles conse´cutifs a un inte´reˆt pratique important.
Pour mesurer les conse´quences de l’ajout d’une telle contrainte, nous appliquons des contraintes de
diffe´rence entre les variables de couˆt conse´cutives. Nous reprenons pour cela les meˆmes instances que
dans la section 7.1.2.1, et nous y appliquons des contraintes de diffe´rence telles que pour chaque paire de
variables de couˆt conse´cutives costi et costi+1, nous ayons |costi − costi+1| ≤ 1.
Nous conservons les meˆmes instances de manie`re a` montrer l’incidence de ces contraintes.
La Table 7.6 donne les re´sultats de ces tests.
# activite´s / longueur max. # re´solues #solution # prouve´es # time temps #
# intervalles des intervalles a` l’optimal trouve´e non infaisables out moyen backtracks
utilisateur utilisateur (obj = 0) optimale moyen
10 / 4 3 71 (14) 0 29 0 0.2s 4154
20 / 4 6 73 (12) 1 26 0 7.6s 209580
20 / 8 3 87 (28) 3 1 9 13.6s 349022
30 / 4 8 66 (6) 2 30 2 0.8s 10824
30 / 8 4 51 (3) 6 32 11 7.7s 140925
60 / 4 17 53 (0) 0 43 4 1.9s 13875
60 / 8 9 79 (3) 6 11 4 7.5s 44370
60 / 16 5 69 (10) 16 0 15 37.7s 112673
120 / 4 36 70 (3) 1 29 0 1.5s 2406
120 / 8 18 75 (0) 3 21 1 3.3s 5370
120 / 16 9 64 (0) 20 6 10 111.7s 64486
Table 7.6 – Re´sultats en optimisation pour des classes d’instance avec contraintes de diffe´rence entre
les variables de couˆt. La colonne # activite´s / # intervalles utilisateur donne respectivement le nombre
d’activite´s de la classe de proble`mes, et le nombre d’intervalles utilisateur. La colonne longueur max. des
intervalles utilisateur donne la longueur maximale des intervalles utilisateur dans le proble`me. La colonne
# re´solues a` l’optimal (obj = 0) donne le nombre d’instances pour lesquelles une solution a e´te´ trouve´e,
et prouve´e optimale dans le temps imparti, en mettant entre parenthe`ses le nombre d’instances dont la
valeur optimale de l’objectif est 0. La colonne #solution trouve´e non optimale donne le nombre d’instances
pour lesquelles une solution a e´te´ trouve´e, mais elle n’est pas optimale, ou n’a pas e´te´ prouve´e optimale.
La colonne # prouve´es infaisables donne le nombre de proble`mes pour lesquels il a e´te´ prouve´, dans le
temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne # time out repre´sente le nombre d’instances
pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilite´ n’a e´te´ donne´e dans le temps imparti. La colonne
temps moyen donne le temps moyen de re´solutions parmi les instances re´solues a` l’optimal, avec objectif
diffe´rent de 0. La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arrie`re dans la recherche
pour trouver une solution, pour les instances re´solues a` l’optimal, avec objectif diffe´rent de 0.
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Analyse des re´sultats Nous pouvons observer que le nombre de proble`mes re´solus a` l’optimal est
significativement plus important lorsque l’on impose ces contraintes de diffe´rence.
Nous constatons e´galement que, lorsque l’on impose les contraintes de diffe´rence, un nombre plus
important de proble`mes sont infaisables (ou du moins, prouve´s comme tels), ce qui est relativement
intuitif.
La contrainte SoftCumulative re´agit bien aux contraintes de diffe´rence : imposer ces contraintes
re´duit le temps de re´solution, et le nombre de backtracks moyen par instance.
Nous rappelons que nous avons utilise´ une proce´dure de filtrage a` partir des valeurs minimales dans
les domaines des variables de couˆt, de´crite dans la section 5.1.4.
Concentration des couˆts
Description La section 4.3.2.3 pre´sente un premier mode`le pour une situation re´elle ou` les de´pas-
sements doivent eˆtre concentre´s au maximum sur des se´quences de variables de couˆt conse´cutives.
Nous utilisons pour cela la contrainte Focus [63], de´crite en section 4.3.2.3.
Nous souhaitons tester le comportement de ce mode`le de manie`re expe´rimentale.
Nous cherchons, la` encore, a` minimiser la valeur de la variable objectif. Pour cela, nous reprenons les
instances introduites dans la section 7.1.2.1 pour l’optimisation :
– pour les instances a` 4 intervalles, nous imposons que l’on ait au plus une se´quences d’au plus trois
variables de couˆt strictement positifs
– pour les instances a` 8 intervalles, nous imposons que l’on ait au plus deux se´quences d’au plus trois
variables de couˆt strictement positifs
– pour les instances a` 16 intervalles, nous imposons que l’on ait au plus trois se´quences d’au plus trois
variables de couˆt strictement positifs
La Table 7.7 donne les re´sultats de ces tests.
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# activite´s / longueur max. # re´solues #solution # prouve´es # time temps #
# intervalles des intervalles a` l’optimal trouve´e non infaisables out moyen backtracks
utilisateur utilisateur (obj = 0) optimale moyen
10 / 4 3 72 (14) 0 28 0 0.5s 7564
20 / 4 6 73 (12) 1 23 3 2.8s 72511
20 / 8 3 86 (28) 5 0 9 12.3s 321062
30 / 4 8 73 (6) 1 23 3 8.3s 102872
30 / 8 4 63 (3) 8 24 5 15.3s 275345
60 / 4 17 56 (0) 4 39 1 5.2s 22735
60 / 8 9 72 (3) 11 6 11 9.9s 44960
60 / 16 5 62 (10) 22 0 16 62.1s 232648
120 / 4 36 78 (3) 0 21 1 2.1s 3138
120 / 8 18 76 (0) 7 10 7 6.7s 10289
120 / 16 9 26 (0) 60 7 7 128.0s 126225
Table 7.7 – Re´sultats en optimisation pour des classes d’instance avec contraintes de concentration sur
les variables de couˆt. La colonne # activite´s / # intervalles utilisateur donne respectivement le nombre
d’activite´s de la classe de proble`mes, et le nombre d’intervalles utilisateur. La colonne longueur max. des
intervalles utilisateur donne la longueur maximale des intervalles utilisateur dans le proble`me. La colonne
# re´solues a` l’optimal (obj = 0) donne le nombre d’instances pour lesquelles une solution a e´te´ trouve´e,
et prouve´e optimale dans le temps imparti, en mettant entre parenthe`ses le nombre d’instances dont la
valeur optimale de l’objectif est 0. La colonne #solution trouve´e non optimale donne le nombre d’instances
pour lesquelles une solution a e´te´ trouve´e, mais elle n’est pas optimale, ou n’a pas e´te´ prouve´e optimale.
La colonne # prouve´es infaisables donne le nombre de proble`mes pour lesquels il a e´te´ prouve´, dans le
temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne # time out repre´sente le nombre d’instances
pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilite´ n’a e´te´ donne´e dans le temps imparti. La colonne
temps moyen donne le temps moyen de re´solutions parmi les instances re´solues a` l’optimal, avec objectif
diffe´rent de 0. La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arrie`re dans la recherche
pour trouver une solution, pour les instances re´solues a` l’optimal, avec objectif diffe´rent de 0.
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Analyse des re´sultats Nous observons que le nombre de proble`mes re´solus a` l’optimal est moins
important que dans les autres cas usuels pre´sente´s. Cependant, de nombreuses classes de proble`mes
donnent tout de meˆme de meilleurs re´sultats que la recherche d’optimal dans les proble`mes purs.
Cependant, notre approche donne tout de meˆme de bon re´sultats, et de nombreux proble`mes sont
re´solus a` l’optimal. Lorsque ce n’est pas le cas, notamment dans les cas les plus contraints : ceux ou` il y
a 16 intervalles, une solution, non prouve´e optimale est, dans la plupart des cas, trouve´e.
Nous constatons e´galement que, lorsque l’on impose les contraintes de concentration des couˆt, un
nombre plus important de proble`mes sont infaisables (ou du moins, prouve´s comme tels), ce qui est
relativement intuitif.
7.1.2.3 Bilan des essais en optimisation
Notre contrainte prouve son efficacite´ sur des proble`mes d’optimisation avec et sans contraintes addi-
tionnelles sur les variables de couˆt.
Nous observons que notre contrainte re´ussit a` trouver des solutions optimales pour des proble`mes
purs, jusqu’a` 125 activite´s, en moins de 5 minutes, et pour un nombre d’intervalles allant jusqu’a` 16. Ces
re´sultats sont tre`s encourageants.
L’ajout de contraintes additionnelles sur les variables de couˆt est e´galement plutoˆt bien ge´re´ par notre
contrainte, et il est inte´ressant de constater que cela peut, dans certains cas, acce´le´rer la recherche.
Deux facteurs s’opposent lorsque nous ajoutons des contraintes additionnelles sur les variables de
couˆt :
– cela contraint le proble`me de manie`re plus importante, et il est plus difficile de trouver une solution,
et de prouver l’optimal,
– une propagation supple´mentaire peut eˆtre induite par l’ajout de contraintes additionnelles.
Il semble que ce gain en propagation soit inte´ressant dans certains cas, puisque de nombreux proble`mes
sont re´solus plus rapidement lorsque l’on y ajoute des contraintes additionnelles sur les variables de couˆt.
Dans d’autres, le fait que les proble`mes soient plus contraints induit un temps de re´solution plus
important.
7.1.3 Adaptation a` la PSPLib
Description Le proble`me cumulatif relaxe´, tel que nous le pre´sentons, n’a pas e´te´ traite´ avant notre
the`se, il n’existe donc pas de librairie de proble`mes qui y soit de´die´e.
Cependant, afin d’e´valuer le comportement de notre contrainte sur une librairie existante, nous avons
choisi d’adapter deux classes d’instances de la PSPLib.
Nous e´valuons le comportement de la contrainte SoftCumulative sur une adaptation des instances
de taille 30 activite´s et 60 activite´s de la PSPLib. Nous de´crivons le type d’instances contenues dans la
PSPLib :
– les instances de la PSPLib sont des instances cumulatives qui s’exe´cutent sur plusieurs machines en
paralle`le,
– chaque activite´ a une longueur fixe donne´e,
– chaque activite´ a une consommation de ressource propre a` chaque machine,
– lorsqu’une activite´ est exe´cute´e, elle l’est simultane´ment sur chaque machine, et elle consomme, sur
chaque machine la quantite´ de ressource associe´e, pendant le temps d’exe´cution de l’activite´,
– chaque machine a sa capacite´ propre,
– des relations de pre´ce´dence de type “commence apre`s la fin” sont impose´es entre certaines activite´s,
– une date de fin au plus tard de l’ordonnancement est donne´e.
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Ces proble`mes peuvent eˆtre repre´sente´s par une conjonction de contraintes Cumulative (une Cumula-
tive par machine), et de contraintes type “infe´rieur ou e´gal”pour mode´liser les contraintes de pre´ce´dence.
Ces instances sont de´die´es a` l’optimisation : le but est de minimiser la date de fin de la dernie`re
activite´ (le makespan) :
– pour les instances a` 30 activite´s, le makespan optimal est connu,
– pour les instances a` 60 activite´s, quand le makespan optimal n’est pas connu, une borne infe´rieure
et une borne supe´rieure sont fournies.
Nous proposons d’adapter ces instances au cas SoftCumulative. Pour cela :
– nous fixons l’horizon de temps a` la valeur optimale du makespan ou, a` de´faut, a` la borne supe´rieure
fournie,
– nous gardons les contraintes de pre´ce´dence,
– nous re´duisons de 20% la capacite´ de chaque machine,
– pour chaque machine, nous posons une contrainte SoftCumulative prenant en parame`tres l’en-
semble des activite´s, avec la hauteur correspondante pour cette machine,
– nous posons costC= max et objC= sum pour chaque contrainte SoftCumulative,
– chaque contrainte SoftCumulative a un intervalle utilisateur, et une unique variable de couˆt dont
le domaine est entre 0 a` 20% de la capacite´ initiale de la machine,
– nous posons une variable objectif globale qui prend la valeur maximale des variables objectif des
contrainte SoftCumulative pose´es,
– nous minimisons cette variable.
Ce test permet d’e´valuer plusieurs choses. Il permet dans un premier temps d’e´valuer le comporte-
ment d’un proble`me avec conjonctions de contraintes SoftCumulative. Il permet e´galement d’obtenir des
informations sur les instances de la PSPLib. Enfin, nous e´valuons la conjonction des contraintes Soft-
Cumulative avec des contraintes additionnelles de pre´ce´dence. Jusqu’ici, les contraintes additionnelles
pose´es sur la SoftCumulative l’e´taient sur les variables de couˆt. Ici, elles sont cette fois e´galement im-
pose´es sur les activite´s.
Signalons que nous n’avons pas de´fini d’heuristique particulie`re base´e sur les pre´ce´dences par exemple,
car nous voulions e´valuer notre adaptation dans un cadre ge´ne´rique. Nous utilisons donc de nouveau
l’heuristique de choix de variables de Choco DomOverWDegBranchingNew (plus petit domaine divise´
par le degre´ ponde´re´ de la variable) et l’heuristique de choix de valeur IncreasingDomain (de la plus
petite valeur a` la plus grande).
Les classes d’instances 30 et 60 de la PSPLib sont constitue´s chacune de 480 instances, re´parties en
48 classes de 10 instances. Nous fixons la limite de temps de re´solution a` 5 minutes.
La Table 7.8 pre´sente les re´sultats de ces tests.
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# activite´s # re´solues #solution # prouve´es # time temps # backtracks
a` l’optimal trouve´e non infaisables out moyen moyen
(obj = 0) optimale (obj = 0) (obj = 0)
30 359(70) 22 0 99 12.6s(4.4s) 7101(1728)
60 253 (140) 80 0 147 13.6s (1.7s) 1773(110)
Table 7.8 – Re´sultats en pour les proble`mes de la PSPLib de taille 30 et 60, adapte´s a` la contrainte
SoftCumulative. La colonne # activite´s donnele nombre d’activite´s de la classe de proble`mes. La colonne
# re´solues a` l’optimal (obj = 0) donne le nombre d’instances re´solues a` l’optimal dans le temps imparti,
et, parmi elles, le nombre d’instances dont l’objectif optimal est e´gal a` 0. La colonne # solution trouve´e
non optimale donne le nombre d’instance pour lesquelles une solution a e´te´ trouve´e dans le temps imparti,
mais qui n’est pas optimale, ou qui n’a pas e´te´ prouve´e comme tel. La colonne # prouve´es infaisables
donne le nombre de proble`mes pour lesquels il a e´te´ prouve´, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas
de solution. La colonne # time out repre´sente le nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou
preuve d’infaisabilite´ n’a e´te´ donne´e dans le temps imparti. La colonne temps moyen (obj = 0) donne
le temps moyen de re´solution parmi les instances re´solues a` l’optimal, et distingue de celui-ci le temps
moyen pour les instances re´solues a` l’optimal quand l’objectif est e´gal a` 0. La colonne # backtracks
moyen (obj = 0) donne le nombre moyen de retours arrie`re dans la recherche pour trouver la solution
optimale, pour les instances re´solues a` l’optimal et distingue ce nombre moyen pour les instances re´solues
a` l’optimal dont l’objectif est e´gal a` 0.
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Analyse des re´sultats Les re´sultats des tests sur la PSPLib semblent de´montrer que la conjonction
de contraintes SoftCumulative fonctionne en optimisation.
Le temps de re´solution est assez bas.
Ces re´sultats doivent eˆtre nuance´s par le fait que la contrainte SoftCumulative est ici utilise´e dans
le cas particulier ou` elle n’utilise qu’un intervalle. Cependant, ce type d’utilisation sur plusieurs machines
peut eˆtre une perspective inte´ressante de travail.
Il est inte´ressant de noter que de nombreuses instances ont un optimal a` 0. Pour ces instances, ceci
signifie que :
– le makespan optimal (ou sa borne supe´rieure, le cas e´che´ant) resterait le meˆme en baissant de 20%
la capacite´ de chaque machine , avec les meˆmes activite´s et les meˆmes relations de pre´ce´dence,
– les instances en question peuvent eˆtre conside´re´es comme “laˆches” : les capacite´s des machines
contraignent moins ces instances que les relations de pre´ce´dence.
Pour les autres instances re´solues a` l’optimal, les capacite´s peuvent e´galement eˆtre abaisse´es en fonction
de l’objectif optimal.
Le lecteur inte´resse´ par les diffe´rentes approches possibles de l’ordonnancement de projet pourra se
re´fe´rer par exemple a` [2].
7.2 E´valuation des de´compositions
Lorsque l’on traite des proble`mes d’ordonnancement exclusivement par des techniques de re´solution
exactes a` base de contraintes, les de´compositions de contraintes globales rivalisent en ge´ne´ral assez peu
avec les algorithmes de´die´s, du moins pour des instances difficiles.
En revanche, ces de´compositions peuvent s’ave´rer tre`s utiles pour rechercher une premie`re solution,
voire une “bonne solution” selon les instances.
Dans ce contexte, l’objectif principal de nos expe´rimentations est de de´terminer s’il est possible d’uti-
liser des de´compositions de la contrainte SoftCumulative pour re´soudre des proble`mes concrets de com-
binatoire moyenne, comme cela peut eˆtre le cas avec les de´compositions de la contrainte Cumulative.
En d’autres termes, la question principale e´tait de de´terminer si l’adaptation au cas de la contrainte
SoftCumulative engendrait ou non une perte d’efficacite´ dans le processus de re´solution.
Nous avons e´galement e´value´ le comportement des de´composition dans le cas de proble`mes d’optimi-
sation, et propose´, suite a` l’analyse des re´sultats, quelques perspectives a` notre travail.
Les tests sont faits sur des instances a` 100 et a` 250 activite´s, et a` 8, 16 ou 32 intervalles utilisateurs
pour la recherche d’une solution, et sur des proble`mes de petite taille pour la recherche d’une solution
optimale.
7.2.1 Evaluation relative des de´compositions
Nous comparons le comportement des de´compositions de la contrainte SoftCumulative avec celui des
de´compositions e´quivalentes pour la contrainte Cumulative. Les instances de proble`mes sont ge´ne´re´es
ale´atoirement en fonction d’un nombre d’activite´s et du nombre d’intervalle utilisateur conside´re´s.
Pour chaque classe (nombre d’activite´s dans le cas de Cumulative et nombre d’activite´s / nombre
d’intervalles dans le cas de SoftCumulative), 100 instances ale´atoires ont e´te´ teste´es, et les re´sultats
fournissent la moyenne des temps de re´solution et du nombre de backtracks.
La limite de temps de re´solution a e´te´ fixe´e a` deux minutes : au dela`, si aucune solution n’a e´te´ trouve´e
alors on conside`re que l’instance est non re´solue.
La strate´gie de recherche employe´e est, pour l’ensemble des expe´rimentations sur les de´compositions,
l’heuristique de choix de variables de Choco DomOverWDegBranchingNew (plus petit domaine divise´ par
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le degre´ ponde´re´ de la variable) et l’heuristique de choix de valeur IncreasingDomain (de la plus petite
valeur a` la plus grande). Pour comparer aux algorithmes ad-hoc de la contrainte globale SoftCumulative,
nous avons utilise´ sur celle-ci, en satisfaction, la strate´gie de recherche de´finie dans le chapitre 5.
Les dure´es des activite´s varient entre 1 et 4.
Dans le cas des de´compositions de la contrainte SoftCumulative, l’horizon de temps est fixe´. Il est
e´gal a` la somme des longueurs des intervalles dont la valeur est choisie ale´atoirement entre 1 et la valeur
maximale de la longueur des intervalles.
Pour chaque intervalle utilisateur, la capacite´ locale que l’on peut de´passer est fixe´e ale´atoirement
entre 3 et 6. La valeur maximale du de´passement est fixe´e a` 6. Nous voulons en effet mettre en e´vidence
l’incidence directe de la de´composition, et choisissons donc un cas favorable. Autoriser un de´passement
important est un cas favorable. Ces valeurs contraignent le proble`me, y compris dans le cas ou` l’on cherche
uniquement une premie`re solution satisfaisant les contraintes, sans optimisation.
Notons que les instances ge´ne´re´es ne sont pas exactement les meˆmes que dans la section 7.1.1, ce qui
n’impacte en rien les re´sultats.
7.2.1.1 De´composition temps-ressource
Description Nous comparons dans cette section l’efficacite´ de la de´composition temps-ressource dans le
cas de la contrainte Cumulative (Table 7.9) et dans le cas de la contrainte SoftCumulative (Table 7.10).
# activite´s horizon horizon # re´solues # prouve´es # time temps # backtracks
minimal maximal infaisables out moyen moyen
100 50 80 98 0 2 0.4s 23
250 130 160 96 0 4 4.6s 111
Table 7.9 – Re´sultats en satisfaction de la de´composition temps-ressource de Cumulative. La colonne
# activite´s donne le nombre d’activite´s de la classe de proble`mes. Les colonnes horizon minimal et
horizon maximal donnent respectivement la valeur minimale, puis maximale de l’horizon de temps choisi
ale´atoirement pour l’ordonnancement. La colonne # re´solues donne le nombre d’instances pour lesquelles
une solution a e´te´ trouve´e dans le temps imparti. La colonne # prouve´es infaisables donne le nombre de
proble`mes pour lesquels il a e´te´ prouve´, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne
# time out repre´sente le nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilite´ n’a
e´te´ donne´e dans le temps imparti. La colonne temps moyen donne le temps moyen de re´solutions parmi
les instances re´solues. La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arrie`re dans la
recherche pour trouver une solution, pour les instances re´solues.
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# activite´s / longueur max. # re´solues # prouve´es # time temps # backtracks
# intervalles des intervalles infaisables out moyen moyen
utilisateur utilisateur
10/4 4 90 10 0 0.0s 14
20/4 8 77 8 15 0.0s 9
30/4 12 76 2 22 0.3s 6594
100/8 16 85 0 15 0.7s 106
100/16 8 93 0 7 0.6s 51
100/32 4 97 0 3 0.7s 45
250/8 40 90 0 10 8.3s 134
250/16 20 97 0 3 7.5s 136
250/32 8 96 0 4 8.0s 118
Table 7.10 – Re´sultats en satisfaction de la de´composition temps-ressource de SoftCumulative. La
colonne # activite´s / # intervalles utilisateur donne respectivement le nombre d’activite´s de la classe de
proble`mes, et le nombre d’intervalles utilisateur. La colonne longueur max. des intervalles utilisateur donne
la longueur maximale des intervalles utilisateur dans le proble`me. La colonne # re´solues donne le nombre
d’instances pour lesquelles une solution a e´te´ trouve´e dans le temps imparti, parmi les instances n’ayant
pas de solution engendrant un de´passement nul. La colonne # prouve´es infaisables donne le nombre de
proble`mes pour lesquels il a e´te´ prouve´, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne
# time out repre´sente le nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilite´ n’a
e´te´ donne´e dans le temps imparti. La colonne temps moyen donne le temps moyen de re´solutions parmi
les instances re´solues. La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arrie`re dans la
recherche pour trouver une solution, pour les instances re´solues.
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Analyse des re´sultats Nous pouvons observer que certaines instances n’admettent pas de solution,
meˆme lorsqu’on tole`re des de´passements de capacite´. Leur nombre est indique´ dans la colonne “Infai-
sables” de la table 7.10. Nous remarquons aussi que le nombre d’instances non re´solues n’augmente pas
proportionnellement a` la taille des instances, ce qui montre que trouver une premie`re solution, en accord
avec les valeurs maximales autorise´es pour les variables de couˆts, n’est pas plus difficile dans les cas
d’instances de 100 activite´s ou plus.
Les re´sultats de´montrent que l’ordre de grandeur des instances pour la recherche d’une premie`re
solution reste le meˆme avec notre adaptation de la de´composition temps-ressource de la contrainte Cu-
mulative au cas de la contrainte SoftCumulative.
7.2.1.2 De´composition activite´-ressource
Description Nous comparons dans cette section l’efficacite´ de la de´composition activite´-ressource dans
le cas de la contrainte Cumulative (Table 7.11) et dans le cas de la contrainte SoftCumulative
(Table 7.12).
Contrairement au cas de la de´composition temps-ressource, nous ne donnons pas de re´sultats d’ins-
tances ayant 250 activite´s car l’espace me´moire requis par cette de´composition, aussi bien dans le cas
classique que dans le cas de proble`mes cumulatifs avec de´passements, s’est ave´re´ trop grand pour les
capacite´s de la machine. Nous n’avons pas pu lancer la re´solution.
# activite´s horizon horizon # re´solues # prouve´es # time temps # backtracks
minimal maximal infaisables out moyen moyen
100 50 80 97 0 3 1.2s 22
Table 7.11 – Les re´sultats en satisfaction de la de´composition activite´-ressource de Cumulative. La
colonne # activite´s donne le nombre d’activite´s de la classe de proble`mes. Les colonnes horizon minimal
et horizon maximal donnent respectivement la valeur minimale, puis maximale de l’horizon de temps choisi
ale´atoirement pour l’ordonnancement. La colonne # re´solues donne le nombre d’instances pour lesquelles
une solution a e´te´ trouve´e dans le temps imparti. La colonne # prouve´es infaisables donne le nombre de
proble`mes pour lesquels il a e´te´ prouve´, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne
# time out repre´sente le nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilite´ n’a
e´te´ donne´e dans le temps imparti. La colonne temps moyen donne le temps moyen de re´solutions parmi
les instances re´solues. La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arrie`re dans la
recherche pour trouver une solution, pour les instances re´solues.
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# activite´s / longueur max. # re´solues # prouve´es # time temps # backtracks
# intervalles des intervalles infaisables out moyen moyen
utilisateur utilisateur
10/4 4 90 10 0 0.0s 11
20/4 8 77 6 17 0.2s 142
30/4 12 9 0 1 0.1s 14
100/8 16 83 0 17 6.9s 42
100/16 8 93 0 7 12.1s 47
100/32 4 95 0 5 22.5s 40
Table 7.12 – Re´sultats en satisfaction de la de´composition activite´-ressource de SoftCumulative. La
colonne # activite´s / # intervalles utilisateur donne respectivement le nombre d’activite´s de la classe de
proble`mes, et le nombre d’intervalles utilisateur. La colonne longueur max. des intervalles utilisateur donne
la longueur maximale des intervalles utilisateur dans le proble`me. La colonne # re´solues donne le nombre
d’instances pour lesquelles une solution a e´te´ trouve´e dans le temps imparti, parmi les instances n’ayant
pas de solution engendrant un de´passement nul. La colonne # prouve´es infaisables donne le nombre de
proble`mes pour lesquels il a e´te´ prouve´, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne
# time out repre´sente le nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilite´ n’a
e´te´ donne´e dans le temps imparti. La colonne temps moyen donne le temps moyen de re´solutions parmi
les instances re´solues. La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arrie`re dans la
recherche pour trouver une solution, pour les instances re´solues.
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Analyse des re´sultats Les re´sultats de´montrent a` nouveau que l’ordre de grandeur des instances pour
la recherche d’une premie`re solution reste le meˆme avec notre adaptation de la de´composition activite´-
ressource de la contrainte Cumulative au cas de la contrainte SoftCumulative.
7.2.1.3 De´composition line´aire
Description Nous fournissons pour la de´composition line´aire uniquement les re´sultats pour le cas de
la de´composition de SoftCumulative. Les re´sultats obtenus dans le cas de la de´composition de Cumula-
tive sont e´quivalents.
# activite´s / longueur max. # re´solues # prouve´es # time temps # backtracks
# intervalles des intervalles infaisables out moyen moyen
utilisateur utilisateur
10/4 4 18 0 82 26.8s 196179
20/4 8 0 0 100 - -
Table 7.13 – Re´sultats en satisfaction de la de´composition line´aire de SoftCumulative. La colonne #
activite´s / # intervalles utilisateur donne respectivement le nombre d’activite´s de la classe de proble`mes, et
le nombre d’intervalles utilisateur. La colonne longueur max. des intervalles utilisateur donne la longueur
maximale des intervalles utilisateur dans le proble`me. La colonne # re´solues donne le nombre d’instances
pour lesquelles une solution a e´te´ trouve´e dans le temps imparti, parmi les instances n’ayant pas de solution
engendrant un de´passement nul. La colonne # prouve´es infaisables donne le nombre de proble`mes pour
lesquels il a e´te´ prouve´, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne # time out
repre´sente le nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou preuve d’infaisabilite´ n’a e´te´ donne´e
dans le temps imparti. La colonne temps moyen donne le temps moyen de re´solutions parmi les instances
re´solues. La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arrie`re dans la recherche
pour trouver une solution, pour les instances re´solues.
Analyse des re´sultats Les re´sultats pre´sente´s dans la table 7.13 montrent qu’avec la de´composition
line´aire nous ne parvenons qu’a` re´soudre des instances de taille 10. Ce re´sultat est de´cevant et notre
analyse de la trace semble indiquer que la perte de propagation est due a` la contrainte de tri sorted-
ness, pour laquelle il n’existe pas, dans Choco, d’algorithme complet, mais seulement une de´composition
effectuant un filtrage partiel aux bornes. De plus, le solveur branche parfois sur les variables repre´sentant
les indices de la permutation, ce qui ne semble pas tre`s opportun.
Perspectives L’ame´lioration de l’algorithme de filtrage de la contrainte sortedness ainsi que l’e´la-
boration d’une strate´gie de recherche de´die´e semblent indispensables pour utiliser notre de´composition
line´aire. Cependant, cela serait contraire a` l’ide´e selon laquelle notre de´composition est ge´ne´rique et
adaptable sur n’importe quel solveur de contraintes. Pour cela, nous n’avons pas creuse´ cette piste plus
en de´tail. Ce re´sultat montre les limites des travaux the´oriques sur les de´compositions. Notamment, s’il
est ne´cessaire d’imple´menter une strate´gie de recherche de´die´e a` la de´composition, alors la caracte´ris-
tique de “simplicite´ d’imple´mentation” de la de´composition semble perdue. Ces questions constituent des
perspectives inte´ressantes a` notre travail.
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7.2.2 Comparaison aux algorithmes ad-hoc
Description Nous e´valuons ici l’utilisation des de´compositions pour la recherche de solutions optimales.
La ge´ne´ration ale´atoire des instances est re´alise´e avec les meˆmes parame`tres que dans la section
pre´ce´dente. En revanche, la limite du temps d’exe´cution est augmente´e a` cinq minutes (au lieu de deux
minutes).
Dans le cas de la contrainte Cumulative, sans une strate´gie de recherche de´die´e il n’est pas possible
de prouver en moins de cinq minutes l’optimalite´ des solutions pour la plupart des instances ge´ne´re´es
ale´atoirement, a` l’aide des de´compositions temps-ressource et activite´-ressource. Nous pre´sentons ici des
tests similaires dans le cas des de´compositions de SoftCumulative.
Nous comparons les re´sultats des de´compositions (Tables 7.16 et 7.15) a` ceux de notre contrainte
globale SoftCumulative, avec les algorithmes de Sweep et d’Edge-finding de Kameugne et al. (Table
7.14).
Notons que les instances ge´ne´re´es ne sont pas exactement les meˆmes que dans la section 7.1.2, ce qui
n’impacte en rien les re´sultats.
# activite´s / longueur max. # re´solues # prouve´es # time temps #
# intervalles des intervalles a` l’optimal infaisables out moyen backtracks
utilisateur utilisateur (obj = 0) moyen
10/4 4 80(14) 20 0 2.0s 38646
20/4 8 79(12) 16 5 6.4s 136525
Table 7.14 – Re´sultats en optimisation de la contrainte SoftCumulative. La colonne # activite´s / #
intervalles utilisateur donne respectivement le nombre d’activite´s de la classe de proble`mes, et le nombre
d’intervalles utilisateur. La colonnes longueur max. des intervalles utilisateur donne la longueur maximale
des intervalles utilisateur dans le proble`me. La colonne # re´solues a` l’optimal (obj = 0) donne le nombre
d’instances pour lesquelles une solution a e´te´ trouve´e, et prouve´e optimale dans le temps imparti, en
mettant entre parenthe`ses le nombre d’instances dont la valeur optimale de l’objectif est 0. La colonne
#solution trouve´e non optimale donne le nombre d’instances pour lesquelles une solution a e´te´ trouve´e,
mais elle n’est pas optimale, ou n’a pas e´te´ prouve´e optimale. La colonne # prouve´es infaisables donne
le nombre de proble`mes pour lesquels il a e´te´ prouve´, dans le temps imparti, qu’ils n’avaient pas de
solution. La colonne # time out repre´sente le nombre d’instances pour lesquelles aucune solution, ou
preuve d’infaisabilite´ n’a e´te´ donne´e dans le temps imparti. La colonne temps moyen donne le temps
moyen de re´solutions parmi les instances re´solues a` l’optimal, avec objectif diffe´rent de 0. La colonne #
backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arrie`re dans la recherche pour trouver une solution,
pour les instances re´solues a` l’optimal, avec objectif diffe´rent de 0.
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# activite´s / longueur max. # re´solues # prouve´es # time temps #
# intervalles des intervalles a` l’optimal infaisables out moyen backtracks
utilisateur utilisateur (obj = 0) moyen
10/4 4 67(13) 13 20 55.7s 1025379
20/4 8 3(3) 1 96 - -
Table 7.15 – Re´sultats en optimisation de la de´composition temps-ressource de SoftCumulative. La
colonne # activite´s / # intervalles utilisateur donne respectivement le nombre d’activite´s de la classe
de proble`mes, et le nombre d’intervalles utilisateur. La colonne longueur max. des intervalles utilisateur
donne la longueur maximale des intervalles utilisateur dans le proble`me. La colonne # re´solues a` l’optimal
(obj = 0) donne le nombre d’instances pour lesquelles une solution a e´te´ trouve´e, et prouve´e optimale
dans le temps imparti, en mettant entre parenthe`ses le nombre d’instances dont la valeur optimale de
l’objectif est 0. La colonne #solution trouve´e non optimale donne le nombre d’instances pour lesquelles
une solution a e´te´ trouve´e, mais elle n’est pas optimale, ou n’a pas e´te´ prouve´e optimale. La colonne #
prouve´es infaisables donne le nombre de proble`mes pour lesquels il a e´te´ prouve´, dans le temps imparti,
qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne # time out repre´sente le nombre d’instances pour lesquelles
aucune solution, ou preuve d’infaisabilite´ n’a e´te´ donne´e dans le temps imparti. La colonne temps moyen
donne le temps moyen de re´solutions parmi les instances re´solues a` l’optimal, avec objectif diffe´rent de 0.
La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arrie`re dans la recherche pour trouver
une solution, pour les instances re´solues a` l’optimal, avec objectif diffe´rent de 0.
# activite´s / longueur max. # re´solues # prouve´es # time temps #
# intervalles des intervalles a` l’optimal infaisables out moyen backtracks
utilisateur utilisateur (obj = 0) moyen
10/4 4 47 (13) 20 33 77.8s 158662
20/4 8 3 (3) 0 97 - -
Table 7.16 – Re´sultats en optimisation de la de´composition activite´-ressource de SoftCumulative. La
colonne # activite´s / # intervalles utilisateur donne respectivement le nombre d’activite´s de la classe
de proble`mes, et le nombre d’intervalles utilisateur. La colonne longueur max. des intervalles utilisateur
donne la longueur maximale des intervalles utilisateur dans le proble`me. La colonne # re´solues a` l’optimal
(obj = 0) donne le nombre d’instances pour lesquelles une solution a e´te´ trouve´e, et prouve´e optimale
dans le temps imparti, en mettant entre parenthe`ses le nombre d’instances dont la valeur optimale de
l’objectif est 0. La colonne #solution trouve´e non optimale donne le nombre d’instances pour lesquelles
une solution a e´te´ trouve´e, mais elle n’est pas optimale, ou n’a pas e´te´ prouve´e optimale. La colonne #
prouve´es infaisables donne le nombre de proble`mes pour lesquels il a e´te´ prouve´, dans le temps imparti,
qu’ils n’avaient pas de solution. La colonne # time out repre´sente le nombre d’instances pour lesquelles
aucune solution, ou preuve d’infaisabilite´ n’a e´te´ donne´e dans le temps imparti. La colonne temps moyen
donne le temps moyen de re´solutions parmi les instances re´solues a` l’optimal, avec objectif diffe´rent de 0.
La colonne # backtracks moyen donne le nombre moyen de retours arrie`re dans la recherche pour trouver
une solution, pour les instances re´solues a` l’optimal, avec objectif diffe´rent de 0.
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Analyse des re´sultats Les re´sultats montrent que les de´compositions de la contrainte SoftCumula-
tive ne se montrent pas plus performantes que celles de la contrainte Cumulative pour prouver l’optima-
lite´ des solutions. Cela s’explique aise´ment par le fait qu’une conjonction avec des contraintes primitives
n’est pas e´quivalente, en terme de puissance de filtrage, aux algorithmes de´die´s.
Ne´anmoins, il est inte´ressant, en pratique, d’avoir une ide´e de la distance a` laquelle on se situe, au
bout de cinq minutes, par rapport a` la solution optimale. Pour illustrer ce point, nous pre´sentons trente
instances a` 20 activite´s et 4 intervalles, ge´ne´re´es avec des “seeds” successifs. Pour chaque instance, la
solution optimale est fournie par la contrainte SoftCumulative. La table 7.17 indique les diffe´rentes
valeurs d’objectif trouve´es, selon le type de de´composition. Nous indiquons le fait qu’une de´composition
n’ait pas e´te´ en mesure de fournir une solution par le symbole ‘-’.
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Instances T-R A-R SOFT
instance1 12 12 9
instance2 7 4 4
instance3 - - 13
instance4 0 0 0
instance5 8 7 7
instance6 7 3 2
instance7 2 1 0
instance8 5 5 3
instance9 12 11 11
instance10 8 7 -
instance11 9 7 7
instance12 11 12 7
instance13 9 8 6
instance14 9 8 8
instance15 4 3 2
instance16 5 3 3
instance17 5 4 3
instance18 10 10 2
instance19 9 5 2
instance20 10 8 7
instance21 4 3 2
instance22 6 4 1
instance23 10 7 4
instance24 14 13 11
instance25 12 10 9
instance26 8 7 7
instance27 12 11 9
instance28 10 9 8
instance29 2 1 0
instance30 5 3 1
Table 7.17 – Les valeurs de l’objectif global obtenues pour la re´solution de l’instance 20/4 des de´compo-
sitions temps-ressource et activite´-ressource et de la contrainte SoftCumulative. La colonne ”Instances”
indique des instances de la classe 20/4. La colonne T-R indique les re´sultats obtenus par la de´compo-
sition temps-ressource de la contrainte SoftCumulative. La colonne A-R indique les re´sultats obtenus
par la de´composition activite´-ressource de la contrainte SoftCumulative. La colonne SOFT indique les
re´sultats optimaux obtenus par la contrainte SoftCumulative.
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Perspectives Une ame´lioration du processus de re´solution pourrait eˆtre obtenue en ajoutant des
contraintes implicites aux de´compositions. Une contrainte implicite est une contrainte qui est redon-
dante du point de vue de la mode´lisation (le proble`me peut eˆtre mode´lise´ sans cette contrainte), mais
dont la pre´sence au sein d’un mode`le apporte un filtrage supple´mentaire. Dans ce cadre, une piste peut
eˆtre d’e´tudier dans quelle mesure il serait possible de concevoir une de´composition qui hybride les de´com-
positions temps-ressource et temps-activite´.

Chapitre 8
Bilan et perspectives
Dans de nombreux cas pratiques, en ordonnancement cumulatif, la date de fin du projet est fixe´e, et
des de´passements peuvent intervenir. La contrainte Cumulative classique ne permet pas de prendre en
compte ces de´passements.
Nous avons de´fini une manie`re de relaxer cette contrainte en introduisant la contrainte globale Soft-
Cumulative. Nous l’avons de´finie de manie`re a` ce qu’elle ait un pouvoir expressif important.
Pour cela, nous nous sommes place´s dans le cas ou` l’horizon de temps est de´coupe´ en plusieurs inter-
valles (les intervalles utilisateur) de capacite´s potentiellement diffe´rentes. Nous avons autorise´ dans une
certaine mesure des de´passements de ces capacite´s. Nous avons alors introduit des variables de couˆt et
de´fini diffe´rentes mesures de violation, de manie`re a` quantifier les de´passements de capacite´.
Nous avons mis en lumie`re trois cas pratiques dans lesquels des contraintes sur les de´passements
pouvaient intervenir. Nous avons de´crit une application dans laquelle une re´partition e´quitable des valeurs
des variables de couˆts e´tait ne´cessaire entre des intervalles utilisateur conse´cutifs. Nous avons ensuite
montre´ que des applications pouvaient imposer un lissage des valeurs des variables de couˆt. Une application
peut en effet imposer qu’il n’y ait pas ou peu de grandes variations de valeur entre deux variables de couˆt
conse´cutives. Enfin, nous avons pre´sente´ un cas pratique dans lequel il e´tait ne´cessaire de concentrer les
couˆts sur un certain nombre d’intervalles utilisateur successifs.
Pour mode´liser ces cas, nous avons couple´ la contrainte SoftCumulative a` d’autres contraintes. Ces
contraintes portent sur les variables de couˆt de la contrainte.
Plusieurs me´thodes de filtrage, adapte´es des techniques parmi les plus puissantes de l’e´tat de l’art en
ordonnancement cumulatif classique ont e´te´ introduites. Nous avons notamment adapte´ les algorithmes
de Sweep et d’Edge-Finding, qui sont les algorithmes les plus re´pandus pour la contrainte Cumulative.
Nous avons e´galement propose´ plusieurs re`gles et algorithmes de filtrage originaux, propres a` notre
proble`me. Nous avons notamment introduit un algorithme permettant de filtrer a` partir des valeurs mini-
males dans les domaines des variables de couˆt. Ce type de filtrage est inhabituel et nous avons motive´ son
emploi par une situation pratique. Nous avons de´crit une strate´gie de recherche adapte´e a` notre proble`me.
Enfin, l’approche par de´composition nous semblait inte´ressante a` e´tudier. Pour cela, nous avons adapte´
des de´compositions de la contrainte Cumulative de l’e´tat de l’art a` la contrainte SoftCumulative. Nous
avons e´galement propose´ une nouvelle de´composition, a` la fois pour la contrainte Cumulative et pour
la contrainte SoftCumulative. Cette de´composition a un nombre de variables line´aire par rapport au
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nombre d’activite´s implique´es dans le proble`me.
Nous avons ensuite valide´ notre approche par contrainte globale par des expe´rimentations. Nous avons
teste´ la recherche de solutions a` des proble`mes n’admettant pas de solution sans de´passement. Dans ces
proble`mes, nous avons essaye´ plusieurs parame´trages et types d’activite´s et d’instances.
Nous avons teste´ des proble`mes d’optimisation sans, puis avec des contraintes additionnelles, afin
d’illustrer les mode`les propose´s pour des situations pratiques.
Enfin, nous avons adapte´ la librairie de proble`mes cumulatifs PSPLib au cas sur-contraint. Les re´-
sultats sur ces tests ont montre´ que la contrainte SoftCumulative peut re´soudre efficacement certaines
classes d’instances.
Comme nous pouvions nous y attendre, les de´compositions de la contrainte SoftCumulative ont
donne´ de moins bons re´sultats, meˆme si nous avons montre´ qu’elles pouvaient eˆtre inte´ressantes pour
trouver une premie`re solution. Malheureusement, les re´sultats obtenus sur notre nouvelle de´composition
line´aire par rapport au nombre d’activite´s ont e´te´ de´cevants, mais il reste de nombreuses perspectives
d’ame´lioration. Cette de´composition line´aire utilise notamment une contrainte de tri qu’il serait inte´res-
sant d’ame´liorer.
Notre travail constitue une nouvelle approche du proble`me cumulatif avec de´passements de capacite´ en
programmation par contraintes. De nombreuses pistes pourraient encore eˆtre explore´es. Nous en donnons
quelques unes.
Adaptation d’autres algorithmes de filtrage Nous avons adapte´ les algorithmes de filtrage de
l’e´tat de l’art qui nous semblaient les plus prometteurs quant aux performances sur notre proble`me.
Cependant, nous avons vu dans le chapitre 2 que de nombreux autres algorithmes de filtrage existaient
pour la contrainte Cumulative. De`s lors, il est raisonnable de penser qu’il existe certains cas dans lesquels
ces autre algorithmes pourraient e´galement fournir un filtrage inte´ressant dans le cadre de notre contrainte
SoftCumulative. De plus, un nouvel algorithme de Sweep pour Cumulative [52], plus performant, sera
pre´sente´ a` la confe´rence CP’12. Il pourrait donc eˆtre inte´ressant de tenter de l’adapter au cas de la
contrainte SoftCumulative.
De nouveaux types de couˆt Nous avons introduit diffe´rents types de couˆt pour mode´liser les de´-
passements. Nous avons vu dans le chapitre 4 qu’ils peuvent mode´liser de nombreux cas pratiques. Il
serait cependant possible d’introduire de nouvelles manie`res de calculer les couˆts, peut-eˆtre plus adapte´es
a` d’autres applications. Dans ce cas, une re´adaptation des diffe´rentes algorithmes et re`gles de filtrage
pre´sente´es dans cette the`se serait e´videmment ne´cessaire.
Inte´gration au filtrage des contraintes additionnelles sur les couˆts Les mode`les inte´grant la
contrainte SoftCumulative et d’autres contraintes sur les couˆts peuvent parfois profiter d’un gain de
propagation duˆ a` l’ajout de contraintes. Afin d’ame´liorer le processus de re´solution, une perspective
inte´ressante de notre travail pourrait eˆtre de conside´rer, dans le filtrage, a` la fois la contrainte Soft-
Cumulative et les contraintes additionnelles. Pour cela, de nouvelles contraintes globales e´tendant la
SoftCumulative pourraient eˆtre introduites. Le pouvoir de de´duction en conside´rant a` la fois SoftCu-
mulative et les contraintes additionnelles, pourrait alors en eˆtre de´cuple´.
Relaxation du graphe de pre´ce´dence Dans de nombreux proble`mes cumulatifs, comme nous avons
pu le voir avec la PSPLib, des relations de pre´ce´dence entre les activite´s sont impose´es. Celles-ci sont diffe´-
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rentes des pre´ce´dences implicites e´voque´es dans les algorithmes d’Edge-Finding. Il serait alors inte´ressant
de les inte´grer au proble`me cumulatif relaxe´. De la`, deux pistes s’ouvriraient a` nous. La premie`re serait, la`
encore, d’inte´grer au filtrage ces contraintes sur les activite´s, afin d’obtenir un pouvoir de de´duction plus
important. La seconde piste serait de conside´rer une se´mantique de relaxation portant sur ces contraintes
de pre´ce´dence, et non seulement sur les de´passements de capacite´.
Passage en mode multi-machines Beldiceanu et Carlsson [8] ont introduit la contrainte Cumula-
tives qui conside`re une contrainte cumulative multi-ressources, c’est a` dire que plusieurs ressources sont
conside´re´es a` la fois et qu’une activite´ donne´e peut consommer de la ressource sur l’une ou l’autre des
machines. La librairie PSPLib que nous avons adapte´ dans les expe´rimentations pre´sente des activite´s
pouvant consommer simultane´ment de la ressource sur plusieurs machines distinctes. Nous pourrions
donc conside´rer une seule contrainte SoftCumulative sur plusieurs machines, et inte´grer des filtrages
dans celles-ci, plutoˆt que de poser une conjonction de contraintes SoftCumulative afin de mode´liser les
proble`mes, comme nous l’avons fait dans les expe´rimentations.
L’ensemble des perspectives e´voque´es pre´ce´demment sugge`re que l’axe utilise´ pour l’e´tude pourrait en-
core eˆtre suivi pour mode´liser, et re´soudre de nouveaux proble`mes pratiques en ordonnancement cumulatif
sur-contraint.
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Alexis De Clercq
Ordonnancement cumulatif avec dépassements de capacité
Contrainte globale et décompositions
Cumulative scheduling with overloads of resource
Global constraint and decompositions
Résumé
La programmation par contraintes est une
approche inte´ressante pour traiter des proble`mes
d’ordonnancement. En ordonnancement
cumulatif, les activite´s sont de´finies par leur date
de de´but, leur dure´e et la quantite´ de ressource
ne´cessaire a` leur exe´cution. La ressource totale
disponible (la capacite´) en chaque instant est
fixe. La contrainte globale Cumulative mode´lise
ce proble`me en programmation par contraintes.
Dans de nombreux cas pratiques, la date limite
de fin d’un projet est fixe´e et ne peut eˆtre
retarde´e. Dans ce cas, il n’est pas toujours
possible de trouver un ordonnancement des
activite´s qui n’engendre aucun de´passement de la
capacite´ en ressource. On peut alors tole´rer de
relaˆcher la contrainte de capacite´, dans une
limite raisonnable, pour obtenir une solution.
Nous proposons une nouvelle contrainte globale :
la contrainte SoftCumulative qui e´tend la
contrainte Cumulative pour prendre en compte
ces de´passements de capacite´. Nous illustrons
son pouvoir de mode´lisation sur plusieurs
proble`mes pratiques, et pre´sentons diffe´rents
algorithmes de filtrage. Nous adaptons
notamment les algorithmes de balayage et
d’Edge-Finding a` la contrainte SoftCumulative.
Nous montrons e´galement que certains
proble`mes pratiques ne´cessitent d’imposer des
violations de capacite´ pour satisfaire des re`gles
me´tiers, mode´lise´es par des contraintes
additionnelles. Nous pre´sentons une proce´dure de
filtrage originale pour traiter ces de´passements
impose´s. Nous comple´tons notre e´tude par une
approche par de´composition. Enfin, nous testons
et validons nos diffe´rentes techniques de
re´solution par une se´rie d’expe´riences.
Abstract
Constraint programming is an interesting
approach to solve scheduling problems. In
cumulative scheduling, activities are defined by
their starting date, their duration and the
amount of resource necessary for their execution.
The total available resource at each point in time
(the capacity) is fixed. In constraint
programming, the Cumulative global constraint
models this problem.
In several practical cases, the deadline of the
project is fixed and can not be delayed. In this
case, it is not always possible to find a schedule
that does not lead to an overload of the resource
capacity. It can be tolerated to relax the capacity
constraint, in a reasonable limit, to obtain a
solution.
We propose a new global constraint : the
SoftCumulative constraint that extends the
Cumulative constraint to handle these overloads.
We illustrate its modeling power on several
practical problems, and we present various
filtering algorithms. In particular, we adapt the
sweep and Edge-Finding algorithms to the
SoftCumulative constraint. We also show that
some practical problems require to impose
overloads to satisfy business rules, modelled by
additional constraints. We present an original
filtering procedure to deal with these imposed
overloads. We complete our study by an
approach by decomposition. At last, we test and
validate our different resolution techniques
through a series of experiments.
Mots clés
Programmation par contraintes,
Ordonnancement, Proble`mes sur-contraints,
Contraintes globales.
Key Words
Constraint programming, Scheduling,
Over-constrained problems, Global constraints.
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